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Introduction

Dans I'étude des équations différentielles, une branche importante est celle de la recherche
de solutions périodiques. Plus particuliérement, lorsque des parametres interviennent dans
cette équation, la recherche de conditions sous lesquelles il y a existence ou non existence
de solutions périodiques.

En dimension deux, grace a la simplicité des sections dans le plan et grace au théoréme
de Jordan, Poincaré et Bendixson ont établit des théories qui sont actuellement les plus
utilisées pour leur efficacité et leurs relative simplicité.

Malheureusement, cette simplicité on ne I’a pas en dimension supérieure a deux ; et des
exemples ont été donnés pour montrer que ces théories ne sont plus valables.

De la fin des années soixante-dix au début des années quatre-vingt dix, R.A. Smith
a développé une ingénieuse méthode de réduction lui permettant de ramener 1’étude de
certains aspects d’'une équation différentielle ordinaire ou a retard a ’étude de ces mémes
aspects pour une équation différentielle ordinaire en dimension inférieure. En utilisant cette
méthode de réduction, il a pu notamment généraliser le théoréme de Poincaré-Bendixson a
une grande classe d’équations différentielles ordinaires en dimension supérieure a deux (voir
[26, 27]) puis & une grande classe d’équations différentielles a retard (voir [34]). Beaucoup
d’autres résultats ont été obtenus par cet auteur, grace a cette méthode de réduction (voir
[28, 29, 30, 31, 32, 33, 34]).

Dans le présent mémoire, nous présentons quelques généralisations de résultats connus en
dimension deux & la dimension n quelconque, en ajoutant des hypothéses supplémentaires.
Il s’agit des généralisations des théories de Poincaré et Bendixson, du théoréme de I'index

de Poincaré et des théorémes de Massera.



Généralités

1.1 Rappels:

1.1.1 Formes bilinéaires symétriques ; formes quadratiques
Généralités:

Dans ce chapitre K , désigne R ou C ou un corps commutatif de caractéristique différente

de 2

Dans ce que suit E désigne un K - espace vectoriel.

Définition 1.1 : On appelle forme bilinéaire sur £ x E toute application p : EXFE — K
telle que :

(i) Yo € K, V(z,2',y) € E®, p(ax 4+ 2',y) = ap(x,y) + (', y)
(¢ est linéaire par rapport a la 1°'¢ variable)
(ii) VB € K,V(z,y.y) € E°,p(z, By +y) = Bo(x,y) + o(z,Y)

(¢ est linéaire par rapport a la 2°™¢ variable)
Remarque 1.1 Notons L(E, E; K) l’ensemble des formes bilinéaires sur E x E
L(E,E; K) est un K - espace vectoriel

Proposition 1.1 : Soient ¢ une forme bilinéaire sur E x E, (n,p) € (N*),

Oy eeeenen. Qs ey eeeee By € K 5 Tyy e, ST YLy eeeenens \Yp € E, on a alors :

(Do) qimi , D528 Biys) = D i<i<n @iB3;o(Ti, i) -
1<j<p
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Définition 1.2 Une forme bilinéaire ¢ : E X E — K est dite symétrique si et seulement
8% :

V(x,y) € E? o(z,y) = ¢y, x)

Remarque 1.2 Notons S(E; K) l’ensemble des formes bilinéaires symétriques sur E X E
S(FE; K) est un K - espace vectoriel, sous espace vectoriel de L(E, E; K)

Proposition 1.2 : Pour qu’une application ¢ : E x E — K soit une forme bilinéaire
symétrique, il faut et il suffit que U'on ait :
{ @ est symétrique

@ est linéaire par rapport a la 2°™° variable

Définition 1.3 : Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique sur E X E . on appelle forme
quadratique associée a ¢ l'application notée ¢, de E dans K définie par :
Vo € B,6(z) = plx,7)

Proposition 1.3 : Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique sur E X E , ¢ la forme quadra-
tique associée a p on a :
1) Vn € N* Yoy, ......... Ly € K Y2y, o ,Tn € B

(Tt iy ) = Sy 02 (i) + 230 i ey iCtp (T, 35)
2V (c, B) € K2,¥(x,y) € E?,

¢(ax + By) = ad(x) + 2a80(x,y) + £76(y)
IV(w,y) € E? , oz +y) = (o +y) — ¢(z — y))
AV (z,y) € B, d(z +y) + ¢(z —y) = 2(¢(2) + ¢(y))

Remarque 1.3 La formule (8) précédente montre que ¢ détermine entiérement

@ est appelée la forme polaire de ¢

Interprétation matricielle

Dans ce paragraphe, E désigne un K - espace vectoriel de dimension finie

Définition 1.4 Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique sur Ex E et B = (eq, ........ ,En) UNE
base de E.
on appelle matrice de ¢ dans ( ou relativement a ) B, et on note Matg(p),

la matrice carrée d’ordre n, symétrique, suivante : Matp(p) = (¢(e:, €5))1<ij<n
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Proposition 1.4 Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique sur £ x E, B une base de F,
A= Matg(p),

r,y€ FE ;X =Matg(z),Y = Matp(y) ou X etY sont les représentations matricielles
de x et y, respectivement, dans la base B

on a alors : p(x,y) = X'AY

Proposition 1.5 : Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique sur E x E , B et B' deux bases
de E, et P la matrice de passage de B a B’

A= Matg(p) , A = Matp(p)

on a alors : A" = P'AP.

Démonstration soient = , y € E, X = Matg(z) , Y = Matg(y) , X' = Matp(z) ,
Y' = Matp (y);

on a donc X = PX' et Y = PY' ( P est la matrice de passage de la base B a la base
B)

D’une part : ¢(z,y) = (X')' AY’

D’autre part ¢(z,y) = X'AY = (PX')'A(PY") =X""P'APY’

par unicité de la matrice de ¢ dans B’ et puisque P! AP est une matrice symétrique , on
conclut que A’ = P!AP. m

1.1.2 Quelques notions fondamentales

La notion d’équation différentielle
Soit :
f: Q-R"
(t,z) — f(t =)

une application d'un ouvert Q C (R x R™) dans R".

On appelle équation différentielle vectorielle du premier ordre, une équation du type

dx
- = f(t2) (1.1)

On peut écrire (1.1) sous forme d’un systéme d’équations différentielles du premier ordre:

'fl - fl(tvxlax% 7‘rn)
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Un tel systéme est par définition sous forme normale.

Définition 1.5 : On appelle solution ou intégrale de I’équation (1.1) toute application dériv-

able :

z : I —R"
t — x(t)

définie sur un intervalle non vide I C R | et telle que pour tout t € I , (t,z (t)) € Q et
dx

L) = fltr )
L’ensemble {(t,z(t));t € I} est appelé trajectoire de la solution .
L’ensemble {x(t);t € I} est appelé lorbite de la solution .

L’espace des x est l'espace des phases, l’espace des (t,x) est l'espace des mouvements.

Soit :

FiQoR, QC(RxRY.

On appelle équation différentielle d’ordre n, toute équation du type:

2™ = f(t, 2@ M 2@ g0 (1.2)
k
Ouz® =gz, ... 2k = d—x,l <k<n.
dtk

Définition 1.6 : On appelle solution de cette équation ou intégrale toute application
o : I —R
t = ()

do(t)  d"'o (1)

n fois dérivable sur I et telle que, Vt € I : (t, ¢ (t), et K R v )EQ et
d e (t) dg (t)  d"'o(t)
dtn - f(t7¢(t)7 dt RS dtn_l )

L’étude d’'une équation différentielle d’ordre n peut étre ramenée a celle d’'un systéme
de n équations différentielles du premier ordre.
En effet, si on pose 2+ Y =y, , 1 <k <n.

Alors, (1.2) est équivalente au systéme d’équations d’ordre 1 :
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a0

dijn
. f(t’yhy% "'7yn—17y7Z)

N dt
ce systéme de la forme (1.1) si on utilise la notation vectorielle.

Solution maximale :
On dit que
¢: 1 —-R"t— (1)

est une solution maximale (non prolongeable) de I’équation (1.1) si on ne peut pas
I'étendre c.a.d. que si ¥ :J — R";t +— W () est aussi une solution de I’équation (1.1) avec
I CJet ¥/ =¢alors U = ¢ et en particulier J = I.

Points d’équilibre (critiques)

Définition 1.7 : Sia € R" et tel que (t,a) € Q , entraine f(t,a) = 0. On dit que a est un
point d’équilibre (critique) de I’équation (1.1).

On en déduit que si (tg,a) € © , la solution maximale issue de ce point est constante et
égale a a.

A un point critique correspondent donc une ou plusieurs solutions maximales constantes.
Les trajectoires correspondantes sont des segments de droites et les orbites se réduisent a

un point.
Théoréme 1.1 (voir [20]) Soit
Q=R (t,z) — f(t,2)

une application localement lipschitzienne en x et continue. Si a est un point critique auquel
correspond une solution maximale a : I — R", il n’existe pas de solution x ni de temps T € 1

tels que x(t) — a quandt — T.

Dans cet énoncé, on admet 1’abus de language consistant & désigner du méme symbole

a le point critique et une solution maximale qui lui correspond .
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Equations autonomes

Si le second membre de 1’équation (1.1) ne dépend pas de ¢ on dit que I’équation est au-

tonome, et elle s’écrit sous la forme

= [ () (13)

ou f est définie sur un ouvert 2 de R™ & valeurs dans R".

Théoréme 1.2 (voir [20]) Si x : |11, 7o[ — R";t — x(t) est une solution mazimale de
léquation (1.3) alors pour tout ¢ € R

z* |ty — ¢, Te — [ — Rt — a*(t) avec x*(t) = x(t + ¢) est aussi une solution

maximale de la méme équation.

Le flot défini par une équation différentielle

Définition 1.8 : Soit ¢ (t,z) la solution mazximale de l’équation (1.3) de condition initiale

x € Q elle vérifie

gg(O,x) =x
5 (62) = fle (o)

L’ensemble des applications ®, définie par &, (x) = @ (t,z) est appelé le flot de [’équation
(1.3), ou encore le flot défini par l’équation (1.3).

Si la condition initiale x est fixée, alors I'application ¢ (.,x) : I — Q (I est l'intervalle
maximal de l'existence de la solution) définit une trajectoire du systéme passant par le point
x (voir la figl(a)).

(a) La trajectoire I' du systéme (1.1) (b) Le flot ®; du systéme (1.1)

Fig 1
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D’autre part, si le point = varie, considérer le flot, c’est envisager d’un méme coup d’oeil
toutes les solutions, en particulier, pour autant qu’elles soient définies pour un certain t,
I'application x — ¢ (t, z) décrit la position au temps ¢ des ensembles K C () entrainés par

le systeme (1.3) (voir la fig 1 (b)).
Définition 1.9 : Un systéme dynamique dans Q est une application de classe C!
p:RxQ—Q

avec §) ouvert de R™ et si &, (x) = ¢ (t,x), alors ®; satisfait

(1) Po(z)==x Vo € Q
(1) Ppody(x) =Pps(z) Vs, teER etx €

Définition 1.10 : (Orbite)

Si z est un point de F

L’orbite compléte issue de x est I’ensemble
I'(z)={e(tz), te R}.
La semi-orbite positive issue de x est ’ensemble
It (z)={e(tx), t =0}.
La semi-orbite négative issue de x est I’ensemble
I (x) ={p(t,z), <0}
Ensembles invariants

Définition 1.11 : Une partie A de ) est dite invariante si elle contient une orbite compléte,

pour tout point de A. Autrement dit si
VieR,p(t,z) € A, Ve € A.

Une partie A de ) est dite positivement invariante si, et seulement si,
Vi>0,p(t,x) € A, Vo € A.

On définit, par analogie ,la notion d’ensembles négativement invariants.
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Une partie invariante piége donc les trajectoires. Si une trajectoire rentre dans A, elle
n’en sort plus.
L’intérét d’un tel ensemble est qu’on peut supposer A = 2 dés que 'on étudie I’évolution
a l'infini d’une trajectoire qui y péneétre.
Pour les systemes dynamiques, les parties invariantes jouent le méme role que les connexes
en topologie élémentaire. On restreint un flot & une partie invariante comme une application
continue sur une composante connexe, I’étude sur chaque composante étant disjointe des
autres. L’exemple le plus simple d’un tel ensemble est la trajectoire.

Ensembles limites

Définition 1.12 : Un point p € E est un point w—limite pour la trajectoire I' de [’équation

(1.3) sl existe une suite t,, — oo telle que

lim ¢ (t,,x) =p

un point ¢ € E est un point a—limite pour la trajectoire I' de I’équation (1.3) s’il existe

une suite t,, — —oo telle que

lim ¢ (t,,x) =q
I’ensemble de tous les points wjl?r;oite de la trajectoire I' est ’ensemble 2—limite noté
Q(T"), 'ensemble de tous les points a—limite de trajectoire I' est ’ensemble A—limite noté
A()
Q(I")u A(I") est appelé ensemble limite de T’
Propriétés de base d’un ensemble limite

Propriétés topologiques

Théoréme 1.3 Soit € R", Q () et A(x) sont deuxr ensembles fermés et invariants, si
de plus T'T (x) (resp T'™ (x)) sont bornées, alors Q2 (z) (resp A(x)) est non vide compact et

connexe.

Lemme 1.1 (convergence)

Si Tt (x) est bornée. Alors
dist (o (t,z),Q(x)) — 0 quand t — 400

Lemme 1.2 (Invariance)

L’ensemble ) (x) est invariant sous le flot &, autrement dit
siy € Q(x) alors &, (y) € Q(z),Vt € R

Lemme 1.3 (transitivité)

Soient z,y,z € R, si z € Q(y) ety € Q(x) alors z € Q (z).
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Cycles limites

Courbe de Jordan

Dans le plan, deux phénomeénes nouveaux apparaissent :

a) Simplicité des sections

Une section transverse est un segment de droite fermé o, dont tout point est régulier, et
tel qu’en chacun de ces points, f () ne soit pas colinéaire a o, donc un objet trés simple
muni d’un ordre naturel, on peut parler de monotonie le long d’une section.

b) Le théoréme de Jordan
Il nous apprend qu’'un arc fermé simple I' sépare le plan en deux composantes connexes.

Toute courbe de Jordan .J dans R? sépare le plan en deux régions, plus précisément
R*\ J=S,US; avec S,NS; = @

S, est non bornée, appelée extérieur de J ; S; est bornée ,appelée intérieur de J.

G

La courbe de jordan La courbe de jordan défini par I" et L

Fig 2

Solutions périodiques

Définition 1.13 : Une solution x est dite périodique de période T, ou T'—périodique si elle

est définie sur R et s’il existe un nombre T' > 0 tel que, pour tout t € R, z(t +T) = x(t).

Proposition 1.6 (voir [20]) Pour une équation autonome , une solution x définie sur R

est T—périodique si seulement s’il existe un 7 € R tel que x(7 +T) = z(7).

Définition 1.14 (voir [20]) On dit qu’une orbite est fermée si elle est une courbe de Jordan

,c’est-a-dire homéomorphe a un cercle.

10



1.1. Rappels :

Proposition 1.7 (voir [20]) Une solution non constante est périodique si et seulement si

son orbite est fermée.

Cycles limites

Définition 1.15 : On dit qu’une trajectoire I' est périodique, de période T > 0, si pour

tout point p dans I', on a
¢(T.p)=p

ol p est une solution maximale de ’équation (1.3) .

Remarque 1.4 La réunion des trajectoires périodiques de période T est un fermé invariant.

On n’a pas le méme résultat si les trajectoires n'ont pas la méme période.

Définition 1.16 :Un cycle limite est une solution périodique non constante isolée, représen-
tée dans le plan des phases par une trajectoire fermée et isolée .FElle refiéte la périodicité du

mouvement .

Ces orbites ne sont pas des

Cycle limite cycles limites

Fig 3

L’intérét du cycle limite, en tant qu’orbite périodique isolée, apparait souvent dans
plusieurs branches des sciences et technologies. Le fait qu'un systeme admette cycle lim-
ite implique l'existence d’une solution périodique isolée. Le probléme général de trouver
le nombre de cycles limites pour les systémes dynamiques est un probléme compliqué qui
a quelques raccordements au 16°™¢ probléme de Hilbert non encore résolu. L’étude inten-

sive de 'existence de cycles limites pour les systémes dynamiques est bien justifiée puisque

11
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I'existence et les propriétés des cycles limites pour un systéme dynamique donnent des in-
formations importantes et introduisent des propriétés intéressantes des solutions du systéme

dynamique étudié.

Classification des cycles limites
Il existe trois types de cycles limites ; cycle limite stable, cycle limite instable et cycle

limite semi stable.

a- Cycles limites stables
Un cycle limite stable est une solution périodique vers laquelle tendent les autres solutions

de conditions initiales suffisamment proches.

Cycle limite stable

b- Cycles limites instables
Un cycle limite instable est une trajectoire fermée qui constitue une séparation de chaque
coté de laquelle les trajectoires s’éloignent vers d’autres points singuliers ou vers 'infini ou

vers une autre trajectoire fermée.

Cycle limite instable

c- Cycles limites semi stables
Un cycle limite semi stable est une trajectoire fermée vers laquelle tendent les trajectoires

d’un coté mais s’éloignent de l'autre coté.

12
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Cycle limite semi stable

Définition 1.17 (Stabilité orbitale)

Soit T lorbite de x, on dira que la solution x est orbitalement stable si
(Ve > 0) (In > 0) (Vto € R) (Vao : d(x0,T") <) = (Yt > to,d (z (t;t0,20) , ') <€)
Si de plus
(3n > 0) (Vto € R) (Vo : d(20,I') <n) = d (z (t;t0,20),I') — 0 quand t — oo
on dira qu’elle est orbitalement asymptotiquement stable (cycle limite stable).

Dans cette partie on va montrer comment utiliser des fonctions auxiliaires pour obtenir

des renseignements sur la stabilité des points d’équilibre.

La théorie de Liapounov

Définition 1.18 (Fonctions définies positives)

Une fonction V' :  — R est définie positive (resp définie négative) , ou 2 C R" est un

voisinage de ’origine, si

V() = 0
et
Ve € Q\{0},V(z) >0 (resp. V(z) <0).
Définition 1.19 (Fonctions semi définies positives)

Une fonction V' : Q — R est semi-définie positive (resp semi-définie négative), on Q C R™

est un voisinage de 'origine, si
V() = 0
et

Ve € Q\{0},V(z) >0 (resp. V(z) <0).

13
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Définition 1.20 (Fonctions de Liapounov)

On appelle fonction de Liapounov toute fonction V : Q — R de classe O, o 0 C R"
est un voisinage de l’origine telle que:

1/ 'V est définie positive.

2/ la dérivée totale V' pour (1.3) est semi-définie négative.
Théorémes de stabilité

Théoréme 1.4 S’il existe une fonction V' de Liapounov pour l'équation (1.3), alors lorigine
est stable.

St de plus V est définie négative alors l'origine est asymptotiquement stable.

Equations périodiques
Soit :
Q=R (t,z) — f(t,2)

une application d’un ouvert 2 C R x R" dans R" .
On dit que f est T'—périodique s’il existe un nombre 7' > 0 tel que, pour tout ¢t € R et
tout v € Q: f(t+T,z) = f(t,z). on dira de méme que 1’'équation

z=[(tx) (1.4)
est T'—périodique.

Théoréme 1.5 Si x : |71, 7] — R™;t — x(t) est une solution mazximale de [’équation
T—périodique (1.4) alors
)y =T, 79 — T[ — R"t — x*(t) avec z*(t) = x(t + T) est aussi une solution

mazimale de la méme équation.

Proposition 1.8 Une solution x de l’équation (1.4) définie sur I est T—périodique si et

seulement s’il existe un T € I tel que (7 + 1) = x(T)
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2

Généralisation du théoréme de
Poincaré-Bendixson a des systémes

d’ordre n > 2

2.1 Introduction

Le théoréme de Poincaré-Bendixson [11, ppl51] sur Pexistence d’orbites périodiques est
valable uniquement pour les systémes autonomes dans le plan (n=2), et ne peut pas étre
généralisé & R™ sans ajouter d’autres hypotheses. Dans le présent chapitre, moyenant cer-

taines conditions nous généralisons ce théoréme au cas n > 2.

2.2 Existence d’orbites périodiques pour les équations

différentielles autonomes dans R".

Considérons 'équation différentielle
z = f(z) (2.1)

ou f est une fonction continue de R™ dans R".

Soit Q(I') 'ensemble des points w—limite positifs de la trajectoire I'.

Les résultats suivants donnent des conditions suffisantes pour que (I") contienne une
orbite périodique de I’équation (2.1) .

Supposons que f (z) satisfait ’hypothése suivante

(H;) Il existe un sous-ensemble fermé S de R™ tel que f (x) soit localement lipschitzienne

sur S.
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2.2. Existence d’orbites périodiques pour les équations différentielles autonomes dans R".

2.2.1 Rappel du théoréme de Poincaré-Bendixson

Théoréme 2.1 On suppose l’hypothése (Hy) vérifiée et que n=2 ,5i S contient une semi-
orbite bornée " et que Q (T') ne contient aucun point singulier de l’équation (2.1) alors 2 (T')

est une orbite périodique de l’équation (2.1).

2.2.2 Une Généralisation du théoréme précédent

On peut généraliser ce résultat au cas n > 2 | en ajoutant ces deux hypothéses :

(Hs) 1l existe une forme quadratique : U(x) =z* P,z telle que
U(x(t) —22(t)) <0 VteR

ol z1(t), x2(t) sont des solutions bornées de 1’équation (2.1) entiérement contenues dans
S.

(H3) P, est une matrice carrée d’ordre n, réelle, constante, symétrique, réguliére et
possédant 2 valeurs propres négatives et (n — 2) valeurs propres positives.

On a alors le théoréme suivants :

Théoréme 2.2 Supposons que [’équation (2.1) satisfait (Hy), (Hy), (Hs) et posséde une
semi orbite bornée I' C S. Si Q(I') ne contient aucun point singulier de l’équation (2.1)

alors QU(T") contient au moins une orbite périodique.

Démonstration : Puisque U(z) satisfait (H3) , on peut la réécrire sous la forme canon-
ique
2 2
Ul(x) = Y[" = [X]
ou |.| désigne la norme euclidienne .
en utilisant la transformation linéaire: * = Q col (X,Y), ou X € R? | Y € R" 2 et Q
est une matrice carrée d’ordre n et inversible.

Considérons 'application linéaire

II:R" — R?
z— I (z) = vV2X
puisque z = @ col (X,Y) on a Q7 'z = col (X,Y).
Donc : |Q 22| = | X + |V ]*.
On aura done U (2) + [T (@) = — X[+ [¥2 +2 X2 = [V + | X[ = @ Laf .
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2.2. Existence d’orbites périodiques pour les équations différentielles autonomes dans R".

D’ou
2|Q e > M (2)]* = |Q'2|” — U (2),Vz € R (2.2)
Si 1(t), x2(t) sont deux solutions bornées de I’équation (2.1) définie dans R a valeurs

dans S, alors en posant x (t) = x1(t) — x2(t) dans (2.2) on obtient d’aprés 'hypothese (Ha)
Q7 V21 (t) = 22(t)] 2 [T (22(8)) = T (2(t)] 2 QI an () — w2()]  (2.3)

Puisque lapplication IT : R" — R? est linéaire, Ilz(t) est différentiable et 'on a

d dz (t
Eﬂxl (t) = H( mcllt( )> On peut remplacer zo(t) dans (2.3) par la solution z (t + h),

ou h est une constante.

On obtient
Ty (£ 4+ h) — Ty ()] = Q1™ (¢ + ) — o1 (8)] Ve, h € R
En divisant par |h| et en passant & la limite quand h — 0, on aura

(%:pl(t)) ’ (2.4)

Puisque I' est bornée, 2 (I') est un ensemble borné et non vide. De plus Q (I') C S, car

(o) = jor

S est fermé. 11 est bien connu que € (I') est un ensemble fermé invariant (voir [16, pp 338]) ;
'invariance de I’ensemble €2 (I") veut dire que si la solution z(t) de (2.1) vérifie z(t,) € Q (T')
pour un certain t, alors la solution x (t) existe sur |—oo, +00| et satisfait x (¢) € Q (I') pour
tout ¢t. Ceci implique que 2 (I') est la réunion des orbites complétes de (2.1), car Q2 (I') ne
contient aucun point singulier.

Puisque deux points quelconques yi, yo de Q (I') peuvent s’écrire x1(0), 22(0) pour deux

solutions convenables x4 (), xo(t) de I’équation (2.1), on obtient d’apres (2.3)

Q7 V2y1 — ol > My, — Tys| > |Q ™" |1 — e Vy1,y2 € Q(T)

Ce qui montre que lapplication IT est un homéomorphisme de € (T") dans le plan TIQ(T).
D’apres (2.3) si II(x1(t)) = I (x2(t)) pour une valeur t alors z1(t) = z5(t), Vte€R.

SiI'y et 'y sont deux orbites complétes, différentes et contenues dans €2 (I') alors leurs
images par II sont deux orbites disjointes, c’est -a-dire que I'image, par II, de deux orbites
différentes contenues dans €2 (T') sont des courbes disjointes dans le plan et I'image d’une
orbite périodique contenue dans € (T') est une orbite simple, fermée dans R2.

Si 2 (T") contient une orbite compléte I'; qui n’est pas périodique alors III'; ne se recoupe

jamais.

17



2.2. Existence d’orbites périodiques pour les équations différentielles autonomes dans R".

Si une solution z;(t) de (2.1) décrit une orbite I'; dans Q (I") alors le vecteur tangent
dans le plan a la courbe III'; au point 11z (t) est %Hzl (t) qui est différent de zero d’apres
(2.4), et de plus  (I';) € Q(I") car Q2 (I") est un ensemble ferme.

On choisit maintenant des solutions xy(t), z2(t) et x3(t) de I'équation (2.1) telles que

leurs orbites complétes 'y, I'y, I's satisfassent
F1CQ(F>, FQCQ(P1>, F3CQ(F2).

Alors
Q) Cc Q) c ()

o ()

qui est un vecteur tangent a la courbe plane III's au point I1R.

Soit R le point z3 (0) sur I's et

IRZ

Inr IR

D(IIR,§)

Figl
Soit D un disque ouvert de centre IIR, et de rayon ¢ (petit) ; noté D (IIR, 9).
Puisque R est un point w—limite pour I'; et I'y, alors les courbes planes 1"y et I1I'; doivent
passer a travers le disque D une infinité de fois quand t — oo.
Lorsque Iz, (t) est proche de Ilzs(0), (2.3) montre que x (t) est proche de z3(0) et
I'équation (2.1) montre que Tt (t) est proche de prs (0), et par conséquent I1 ! (t) est
d
proche de v = Hal’g (0).
Si on prend ¢ suffisamment petit, alors le long de tout arc de III'; dans le disque D, le

vecteur tangent est approximativement égale & v. Ces arcs de III'; sont par conséquent
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2.2. Existence d’orbites périodiques pour les équations différentielles autonomes dans R".

approximativement des segments droits paralleles a v.
Ce résultat est aussi vrai pour un arc de III's dans D.
On appelle segment transverse 7', le diameétre de D qui est perpendiculaire & v.
Alors tout arc de I’y ou IIT'y dans D coupe T en au plus un point intérieur & D (voir
la figure 2).
Il reste & démontrer maintenant que I'une des orbites I'y ou I's est périodique.
Procédons par ’absurde et supposons qu’il n’en est pas ainsi, alors les trajectoires I1I'y
et IIT'y ne se recoupent jamais. Pour tout ¢, III'y coupe le segment transverse 7" en des
points différents. Soient «, S les points de I'; tels que o, 113 soient deux points successifs

d’intersections de III'y avec T'. On a alors

[ # 118

Fig2

et a,  sont des points w—limites de I'; car 'y C (') Donc, il existe des arcs de I1I'; qui
coupent T en des points aussi proches que 1'on veut de Ila et II5. Par conséquent, d’apreés
la figure 2, IIT"; coupe T' d’abord en un point proche de I« et le recoupe ensuite en un point
proche de 115 ; et III'; ne peut pas recouper 1" en un point proche de Ila, car III'; ne se
recoupe pas ; et elle ne peut couper T' que dans la direction de v : contradiction ,car « est
un point w—limite de I';.

Donc I'; ou I'y est une orbite périodique, ce qui montre que €2 (I') contient au moins une

orbite périodique. m

Remarque 2.1 Le théoréme 2.2 ci-dessus n’est pas la meilleure généralisation du théoréme

de Poincaré-Bendizson ; en effet Q2 (I') peut contenir plus d’une orbite périodique.
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2.2. Existence d’orbites périodiques pour les équations différentielles autonomes dans R".

Pour obtenir des résultats plus forts (assurer 'unicité) nous ajoutons les hypothéses
suivantes :
(H4) 11 existe des constantes positives A, £1 et une forme quadratique V' (z) telle que

pour toutes solutions z; (t) et 23 (t) de I’équation (2.1) on ait

%V (21 (t) — 22 (1)) + 22V (21 (t) — 22 (1)) < —e1 |21 () — 22 ()] (2.5)

pour tout les ¢ pour lesquels x1(t) et xo(t) appartiennent a S.
(Hs) Tl existe des constantes positives p, €5 et une forme quadratique W (z) telle que

pour toutes solutions z; (t) et x5 (t) de I’équation (2.1) on ait

%W (21 (1) = 22 (1)) = 2uW (21 (1) = 22 (1)) < —ez |21 (8) — 22 (1) (2.6)

pour tout les ¢ pour lesquels x;(t) et x5(t) appartiennent & S.

(He) V (z) = a*P,x, W (x) = 2*Pyx

ou P, et P, sont des matrices carrées d’ordre n symétriques telles que (P, — P,,) posséde
deux valeurs propres négatives et (n — 2) valeurs propres positives.

On a alors le théoréme suivant

Théoréme 2.3 Supposons que l’équation (2.1) vérifie les hypothéses (Hy), (Hy), (Hs), (Hs)
et posséde une semi-orbite bornée I' C S. Si Q(I') ne contient aucun point singulier de

léquation (2.1), alors Q (T") est une orbite périodique de I’équation (2.1) et elle est unique.

Démonstration : Les expressions (2.5) et (2.6) peuvent s’écrire respectivement

% [NV (21 (t) — 22 (1))] < =1 |21 (1) — 22 (t))? (2.7)
d
dt

L’ensemble fermé S contient la fermeture Sy de I'. Les hypotheéses du théoréme 2.3 restent

[0 (2 (1) = 2 (1))] < —e2e " [ (1) — 2 (1) (2.8

vraies si on peut remplace S par Sy.
Si 1 (t) et x5 (t) sont des solutions de I’équation (2.1) contenues dans Sy pour t € R, alors

la bornitude de 1 () — x5 (t) assure que

lim MV (21 (1) — 29 (t) =0 = lim e W (21 (t) — 22 (1)).

t——00 t——+o00

D’apres (2.7) et (2.8) les fonctions €MV (zy (t) — z2 (1)) et e MW (xy (t) — x4 (t)) sont

monotones décroissantes sur R et par conséquent satisfont

MV (wy (t) — a0 (1) SO < e W (zy (t) — 29 (1)), VEER
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2.2. Existence d’orbites périodiques pour les équations différentielles autonomes dans R".

ceci implique que

Ui (t) — a2 (t)) <0, VteR

ou U(z) = V(x) — W(x). Pour cette forme quadratique U(z), (H3) se déduit de (Hg).
Les hypothéses du théoréme 2.2 sont alors vérifiées si on remplace S par Sy et U(x) par
V(z) —W(x). Il s’ensuit du théoréme 2.2 que €2 (I') contient au moins une orbite périodique
To.
Montrons maintenant 1'unicité.
Pour toute trajectoire I'y dans Sy, IIT" et III"; sont des courbes planes disjointes et infiniment

proches 'une de 'autre. Par suite on aura

En effet, Supposons le contraire, alors I'; doit converger vers une solution périodique I,
différente de I'g, par conséquent on aura III';, & l'intérieur de IIT'y, ou vis versa (car III'; et
[IT'y sont infiniment proches I'une de I'autre).

Si, par exemple, I} est a l'intérieur de III'y, III'; traverse Iy, ceci contredit le fait

que les courbes planes III', IIT'y et III'; sont disjointes.

Fig3

Lemme 2.1 (voir [27]) Si f(x) satisfait (Hy) alors pour tout sous ensemble-compact S, de

S il existe une constante p > 0, telle que

|f(x) = fW)| < plz—y|,Vo,y € S.. (2.9)

Considérons I’hypothése
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2.2. Existence d’orbites périodiques pour les équations différentielles autonomes dans R".

(H;) V(z) = 2*Pyx
ou P, est une matrice carrée d’ordre n, réelle, constante, symétrique, et possédant deux

valeurs propres négatives et (n — 2) valeurs propres positives.

Théoréme 2.4 Supposons que l’équation (2.1) vérifie les hypothéses (Hy), (Hy), (Hy7) est
posséde une semi-orbite bornée I' C S. Si Q(I') ne contient aucun point singulier de (2.1)

alors Q (T') est une orbite périodique de I’équation (2.1) et elle est unique.

Démonstration : Soit p la constante donnée dans le lemme 2.1 lorsque le compact S,

est choisis égal a la fermeture de I'. On définit

1

Wiw)=5=p) "2, ot n>p.

On a alors

1
Py=Fy=P=5(p=p)'I
et ’hypotheése (Hg) se déduit de (H7) pourvue que p soit suffisamment grand. Si z; ()
et x5 (t) sont des solutions de 1’équation (2.1) alors (2.9) nous donne

=) (G = 20) W) = a(0) = (o= 2] (20) = £ (o2) = o o — )
< (p—p)|z — |

pour tout les ¢ en lesquels 4 (t), z2(t) € S, Par suite W (z) satisfait (Hj) . D’ou I’équation
(2.1) vérifie toutes les hypotheéses du théoréme 2.3 en remplacant S par S,. La conclusion

pour le théoréme 2.4 s’ensuit alors du théoréme 2.3. m
Remarque 2.2 : Dans le casn = 2 , en prenant
1 12
V@) =—50-p"lal

Les hypothéses (Hy) et (Hy) sont vérifiées (p est la constante du lemme 2.1 et X > p )

tel que si z1 (t),xo (t) sont des solutions de l’équation (2.1) alors

(=) (42 Vio =) = (= aa) [ (22) = £ (o1) = Aor = 2]
< (p= N =l
pour tout t € R tel que x1(t),x2(t) € S,.

Toutes les hypotheéses du théoréme 2.4 sont vérifiées en remplagant S et V (z) par S,
, et ) (A—p) " |z]* , donc le théoréme de Poincaré -Bendixson est un cas particulier du
théoreme 2.4.

Le théoreme 2.4 est déduit du théoreme 2.3, alors le théoréme 2.3 est aussi une général-

isation du théoréme de Poincaré-Bendixson .
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2.2. Existence d’orbites périodiques pour les équations différentielles autonomes dans R".

2.2.3 Existence d’orbites récurrentes

Dans la pratique ,pour appliquer les résultats des théoremes 2.3 et 2.4 il est nécessaire de
prouver 'existence d’une semi-orbite bornée I' de ’équation (2.1) telle que €2 (I') ne contienne
aucun point singulier.

Des conditions suffisantes qui assurent l’existence d’une telle semi-orbite sont données
par les théorémes de ce paragraphe .

Considérons les hypothéses suivantes :

(Hg) = 0 est I'unique point de R" tel que f (z) = 0.

(Hy) La matrice jacobienne J(z) = %(m) existe et est continue sur un voisinage de
z=0.

(Hyo) 11 existe une constante § < 1 et une matrice K de type n X n telle que
2| P [f(z) — Kz] — 0, quand z — oo

(Hy1) J(0) ne posséde aucune valeurs propre z telle que 0 > Rez > —A\, ou A est la
constante de I’hypothese (Hy).
(Hy2) La matrice K posséde au moins une valeur propre z, telle que 0 > Rez, > —),

mais ne posséde aucune valeurs propre z telle que 4 > Rez >0 .

Théoréme 2.5 (voir [27]) Supposons que l'équation (2.1) satisfait (Hy), (Hy), (Hs) avec
S =R".

Supposons de plus que (Hg), (Ho), (Hio), (Hi1) ,(Hia) soient satisfaites. Alors la
semi-orbite I de ’équation (2.1) posséde les trois propriétés suivantes

1- Si Q(I') est non vide, alors I' est une semi-orbite bornée .

2- 5i0e€Q(I), alors 0 est l'unique point dans 2 (I') .

3- 0 ¢ Q () pour au moins une semi -orbite bornée I' de (2.1).

Corollaire 2.1 (voir [27]) Supposons que (Hg) soit vérifiée ainsi que les hypothéses du
théoréme 2.5. Alors équation (2.1) posséde au moins une orbite périodique. De plus pour
toute semi -orbite I' de ’équation (2.1) l’ensemble 2 (') est vide ou réduit au point critique

0 ou bien est une orbite périodique de [’équation (2.1).

Ce corollaire décrit en plus le comportement asymptotique de toutes les solutions de
I'équation (2.1) .
On peut obtenir un résultat analogue en remplacant les hypotheses (Hyp) et (Hy2) par

les hypothéses suivantes
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2.3. Existence d’orbites périodiques orbitalement stables dans R™

(Hy3) J (0) ne possede pas de valeurs propre z telle que 0 < Rez < p .
(Hy4) La matrice K posséde au moins une valeur propre z, telle que 0 < Re zg < p1, mais

ne posséde aucune valeur propre z telle que 0 > Rez > —A\.

Théoréme 2.6 (voir [27]) Supposons que ’équation (2.1) satisfait (Hy), (Hy), (Hs) avec
S = R" ainsi que les hypothéses (Hs), (Ho), (H1o), (Hiz), (Hys). Alors l’équation (2.1)
posséde au moins une semi orbite bornée I' telle que 0 ¢ Q (I') . Si de plus (Hg) est satisfaite

alors léquation (2.1) posséde au moins une orbite périodique.

Théoréme 2.7 (voir [27]) Supposons que (Hy) est satisfaite avec S = R", et qu’il existe
une constante p > 0 telle que (2.9) soit satisfaite pour tout x,y de R"™. Supposons de plus
que les hypothéses (Hg), (Hy), (Hyo) et (Hyy) soient satisfaites. Si K posséde au moins
une valeur propre z, telle que 0 > Rez, > —\ , et n‘admet aucune valeur propre z telle
que Rez > 0. Alors l’équation (2.1) posséde au moins une semi-orbite bornée T' telle que
0¢ Q) , si de plus (Hy) est satisfaite alors ’équation (2.1) posséde au moins une orbite

périodique.

Théoréme 2.8 (voir [27]) Supposons que l'équation (2.1) vérifie ’hypothése (Hy) avec S =
R™, et qu’il existe une constante p > 0 telle que la formule (2.9) soit vérifiée pour tout x,y
€ R™. Supposons de plus que les hypothéses (Hg), (Hyg) et (Hyg) soient satisfaites et J (0)
ne posséde aucune valeur propre z telle que Rez > 0 . Si K posséde au moins une valeur
propre z, avec Rez, > 0 et n'admet aucune valeur propre z telle que 0 > Rez > —\.Alors
léquation (2.1) posséde au moins une semi-orbite bornée I' telle que 0 ¢ Q (I"). Si de plus

Uhypothése (Hy) est satisfaite alors l’équation (2.1) posséde au moins une orbite périodique.

2.3 Existence d’orbites périodiques orbitalement sta-

bles dans R"

On rappelle d’abord le théoréme de Poincaré-Bendixson dans R? .

Théoréme 2.9 Soit A une région annulaire dans le plan qui ne contient pas de points
critiques de l’équation (2.1) , alors toute trajectoire bornée et contenue dans A converge vers
une trajectoire fermée et A contient au moins une trajectoire fermée qui soit orbitalement

stable.

Birkhoff (voir [32]) a donné une autre version a ce théoréme :
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2.3. Existence d’orbites périodiques orbitalement stables dans R™

Théoréme 2.10 Si ' est une semi -orbite, dans un ouvert S de R?, de l’équation (2.1) ,
si léquation (2.1) n’a pas de point critique dans [’ensemble borné Q (I") alors Q) (I') consiste

en une trajectoire fermée et elle est unique.

Ce résultat peut étre généralisé aux équations différentielles dans R™ ; n > 2, en ajoutant
les hypothéses suivantes :
(Hy4) 11 existe des constantes positives A, ¢ et une matrice réelle constante symétrique

et réguliere P telle que

(=) " Pf(x) = fy) + Az —y)] < —elz —y|” (2.10)

pour toute x,y dans 'ouvert S de R".

(H;5) Il existe un sous-ensemble ouvert et borné D de R", positivement invariant avec
fermeture D C S tel que sa frontiére D entoure toute orbite de I’équation (2.1) qui la
rencontre.

Cette derniére hypothese signifie que si x est une solution de (2.1) telle que z(ty) € 9D
alors x(t) € D pour tout t > t, et il existe t; > t, tel que 2(t) € D pour tout t > t;.

Nous avons alors les théorémes suivants :

Théoréme 2.11 (voir [32]) Supposons que 'équation (2.1) satisfait (Hy4) et posséde une
trajectoire fermée I'y C S, telle que T, soit orbitalement stable et isolée, alors I, est asymp-

totiquement orbitalement stable.

Démonstration : Par 'absurde, on suppose que (2.1) satisfait (Hj4) et posséde une
trajectoire fermée I'; C S orbitalement stable et isolée, mais non asymptotiquement or-
bitalement stable.

Alors il existe un voisinage V (g, I',) qui contient une semi-orbite I' telle que Q (I") # T'..

Si € est suffisamment petit alors V' (e,T,) ne contient aucun point critique et % (e,Ts) C
S, alors € (T") consiste en une seule trajectoire fermée I, , donc I', est non-isolée car V (g,T,)
contient au moins une trajectoire I'. # I', contradiction .

Donc I', est asymptotiquement orbitalement stable. m

Théoréme 2.12 (voir [32]) Supposons que l’équation (2.1) satisfait les hypothéses (Hiy)
et (Hys) et que D ne contient aucun point critique de (2.1) alors toute semi-orbite dans D
converge vers une trajectoire fermée quandt — +o0o et D contient au moins une trajectoire
fermée qui soit orbitalement stable. Si de plus f est analytique dans S alors D contient seule-
ment un nombre fini de trajectoires fermées et au moins l'une d’elles est asymptotiquement

orbitalement stable.
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3

Généralisation du théoréme de I’'index

et du critére de Bendixson

Le théoréme de Poincaré sur la somme des indices, d’'une équation différentielle autonome
dans le plan, aux points critiques situés a l'intérieur d’une orbite périodique peut étre
généralisé, en ajoutant certaines hypothéses, aux équations différentielles en dimension
supérieurs & 2. Une autre généralisation est obtenue sous les mémes conditions, c’est celle
du critére négatif de Bendixson ; celui qui exclut les orbites périodiques d’une région dans
laquelle la divergence du champ de vecteurs de I’équation différentielle ne change pas de

signe et ne s’annule pas.

3.1 Rappel du résultat de Poincaré-Bendixson dans

R?; (théoréme de I’index)

3.1.1 Indice d’un champ de vecteurs le long d’une courbe fermée

dans R?

Soit C' une courbe fermée simple de R2, pas nécessairement une trajectoire, et soit
f=PQ" eC* (R, zeC

le champ de vecteur autonome défini sur C' et ne s’y annulant pas.

On note 6, la détermination de 'angle que fait f (x) avec 'axe ox.
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3.1. Rappel du résultat de Poincaré-Bendixson dans R?; (théoréme de I'index)

En se déplacant autour de la courbe C, 'angle 6, change contintiment (f continue) de
valeurs, aprés une boucle compléte, le champ de vecteurs retourne & la position originale,
alors 6, change par un multiple de 27.

Soit A le changement de 0, autour de la courbe C', c’est-a-dire Af est le changement
dans

(z)

0, =tan ! =2

P (z)
quand le point x traverse exactement une fois la courbe C' dans une direction positive.
On définit I'indice de C, I;(C') par

1

alors I;(C') représente le nombre de multiple de 27 que le champ de vecteurs fait quand il
traverse une fois la courbe, et par suite I'indice est un entier.

L’indice I;(C) peut étre calculé en utilisant la formule

dy 1 [PdQ - QdP

dr ~ om P2 4+ Q?
C c

1
I;(C) = — ¢dtan™"

:277

Exemple 1 (voir la fig 4 et 5)
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3.2. Généralisation du théoréme de 'index

1 7
2
F
]
A [
1/(C) = ~(2m) =1
_ — m) =
! 27
Fig 5

3.1.2 Rappel du résultat de Poincaré-Bendixson dans R?

1- Toute orbite périodique contient au moins un point critique en son intérieur.

2- Si une orbite périodique contient seulement un nombre fini de points critiques dans
son intérieur, alors la somme des indices de ces points critiques est égal a 1 .

Dans le cas n > 2 , il n’existe pas en général une relation entre points critiques et

solutions périodiques, comme le montre I’exemple suivant :

T=2r—y
y=z2y+zx
z=1—2%—9?
Le systéme n’admet aucun point critique dans R?, mais le cercle 22 +y?> =1, 2 = 0 est

une solution périodique pour le systéme.

3.2 Généralisation du théoréme de ’index

Pour généraliser les résultats de Poincaré-Bendixson il faut ajouter d’autres hypotheéses.

Considérons 1’équation différentielle autonome suivante
r=f(z), reR" (3.1)

ou f:R™ — R" est une fonction localement lipschitzienne sur R”.
Considérons les hypothéses suivantes

(H;) Toute solution x(t) de I’équation (3.1) existe et est définie sur tout R .
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3.2. Généralisation du théoréme de 'index

(H,) 1l existe des constantes positives A, € et une forme quadratique
V(x) =2'Pyx

ou P, est une matrice réelle constante symétrique et réguliere de type n x n, telle que

pour tout t € R, et pour toutes solutions z1(t), z2(t) de I’équation (3.1).
(H3) P, posséde j valeurs propres négatives et n — j valeurs propres positives.
Puisque la forme quadratique V(x) satisfait (Hs), elle peut étre réduite a la forme
canonique
V(z)=Y? - X?
par la substitution linéaire z = Q col(X,Y) , X e R/ | Y € R,
Ou @ est une matrice réelle inversible d’ordre n.

On définie I’application linéaire:
M:R" =Rz I(2) =X

elle satisfait

V() + 2|z = |Q 7 'z|* > |Taf? (3.3)
ou |.| désigne la norme euclidienne.
Si j = 2, alors II est une application de R™ dans le plan R2.

Pour ce cas 'analogue du théoréme de l'index de Poincaré est démontré.

Si la n X n matrice jacobienne

s = [ L)

existe et est continue au voisinage de ¢ ; ol ¢ est un point critique isolé de I’équation

(3.1) . Alors I'indice ind(c, f) est un entier défini par
ind(c, f) = signdet J(c) (3.4)

Théoréme 3.1 (voir [28, 29]) Supposons que [’équation (3.1) posséde une orbite périodique
[ et que (Hy), (Hsy) et (H3) soient satisfaites avec j = 2, alors III' est une courbe simple
fermée dans R? et I’équation (3.1) admet au moins un point critique c tel que Tc soit a
Uintérieur de TIT'. Si de plus ’équation (3.1) posséde seulement un nombre fini de points

critiques ¢, , (v =1,2,.... k) tels que Ilc, soit a Uintérieur de IIT", alors

(—1)" = ind(cy, f) +ind(ca, f) + ... +ind(cg, f). (3.5)
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3.2. Généralisation du théoréme de 'index

Pour une grande classe d’équations différentielles il est trés difficile de calculer IT explicite-
ment, pour cela on peut appliquer les corollaires suivant qui n’exigent aucune connaissance

de I'application II.

Corollaire 3.1 (voir [28]) Supposons que (Hy) , (Hz) et (Hs) soient satisfaites avec j = 2,
si toute point critique ¢ de [’équation (3.1) est isolé et vérifie (—1)"ind(c, f) < 0 alors

I’équation (3.1) ne posséde aucune orbite périodique.

Il est clair que (3.5) ne pourrait pas étre vérifiée, dans ce cas, parce qu’elle aménerait a
la contradiction 1 < 0.

Aussi le fait que les point critiques soient isolés assure que ceux qui vérifient Ilc est a
I'intérieur de IIT" sont en nombre fini.

La contradiction peut étre déduite aussi pour (3.5) dans le cas suivant

Corollaire 3.2 (voir [28]) Supposons que l’équation (3.1) satisfait (Hy) , (Ha) et (H3) avec
] = 2 et ne posséde que des points critiques isolés. S’il existe un entier k > 1 qui est le
facteur de ind (c, f) pour tout point critique ¢ , alors l’équation (3.1) n’admet pas d’orbite

périodique.

Le cas j = 2 pour I'hypothése (H3) ) dans le théoréme 3.1 est trés restreignant sur
I’équation (3.1). Dans la suite on va voir le cas ou j n’est pas nécessairement égale a deux,
en ajoutant les deux hypotheéses suivantes

(H,) 11 existe des constantes positives p, € et une forme quadratique W (z) = z'P,x ;
ou P, est une matrice réelle symétrique telle que

oUW (a1 () — @ (1)) + %W (21 (t) — 22 (1)) < —c |1 () — 22 (D)2, VEC R, (3.6)

pour toute paire de solutions z; (t), 2 (t) de 'équation (3.1) .
(H;) La matrice (P, — P,) posséde deux valeurs propres négatives et (n — 2) valeurs

propres positives.

Remarque 3.1 La constante ¢ dans les hypothéses (Hy) et (Hy) n'est pas nécessairement

la méme.

Comme précédemment, la forme quadratique V' (z)—W (x) peut étre réécrite sous la forme
réduite V(x) — W(z) = Y2 — X? par la substitution z = M col(X,Y) X € R%Y € R"2

et M est une matrice carrée d’ordre n réelle et inversible
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3.3. La variété réductible

On définit alors ’application linéaire
AR =R 2+ A(z) =X
pour tout € R™. Puisque |M 'z = X2+ Y2 on a
2A (@) +V (2) = W(a) = [M ] > A )] (3.7)

pour tout x € R”.

Il est démontré dans le théoréme 2.3 dans le chapitre précédent que le théoréme de
Poincaré-Bendixson sur I’existence d’orbites périodiques peut étre généralisé & des équations
d’ordre supérieur a 2 satisfaisant les hypothese (Hs), (Hy), (Hs).

Il est approprié de savoir si une généralisation analogue peut étre déduite de ces hy-
pothéses, pour le théoréme de 'index de Poincaré.

La réponse a cette question est dans le théoréme suivant

Théoréme 3.2 (voir [29]) Supposons que I’équation (3.1) posséde une orbite périodique T,
et satisfait les hypothéses (Hy), (Hy), (Hs), (Hy) et (Hs). Alors AT est une courbe fermée
et simple dans R? et I’équation (3.1) posséde au moins un point critique ¢ tel que Ac soit
un point intérieur de AI'. Si de plus l’équation (3.1) posséde seulement un nombre fini de

points critiques ¢, (v =1,2,.... k), tels que Ac, soient des points intérieurs a AL, alors
(=1)"7 = ind(cy, f) + ind(cy, f) + ... + ind(cy, f) (3.8)

pourvue que f soit de classe C' sur un voisinage de chaque point c,.

3.3 La variété réductible

Dans cette section on suppose seulement que (3.1) satisfait (H;), (Hs) et (H3). Pour toutes
solutions xy(t), z2(t) de (3.1) on peut réécrire (Hy) sous la forme
d

p [V (21 (t) — 22 ()] < =€ (21 (t) — 22 (1))* <0 (3.9)

ceci montre que e*MV (x; (t) — x5 (t)) est monotone décroissante pour toute paire de
solutions x; (), 25 (t) et est strictement décroissante si celles-ci sont distinctes. En intégrant

(3.9) sur [, 7] on obtient
NV (21 (1) — 22 (1)) < 2V (2, (0) — 22 (0)) — ¢ /97 M (xy (1) — o (8)2dt (3.10)
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3.3. La variété réductible

Si fi)oo e |z(t)|? dt converge ; on dira que la solution z(t) est réductible.

Une orbite réductible est ’orbite d'une solution réductible.

Six :t — x(t) est une solution réductible de I’équation (3.1) et o est une constante
réelle alors y : t — z(t + «) est aussi une solution réductible de la méme équation et
elle décrit la méme orbite réductible que la solution x. En particulier si une solution = de

I'équation (3.1) est bornée sur |—o0, 0] , alors elle est réductible.

Lemme 3.1 (voir [29]) Si x1(t) et xs(t) sont deux solutions réductibles distinctes alors
V(xy (t) — 22 () < 0 pour tout t et réciproquement, si x2(t) est une solution réductible et

V(1 (t) — 22 (t)) < 0 pour tout t alors la solution x1(t) et aussi réductible.

Lemme 3.2 Si I'y et I'y sont deux orbites réductibles distinctes, alors les courbes III'; et

[Ty sont disjointes. De plus 11"y se recoupe si et seulement si I'y est une orbite périodique.

Démonstration Si z(t) et x5(t) sont des solutions réductibles alors d’aprés (3.3) et le

lemme 3.1 on aura

2 Ty () — Ty (2)]?

v

Q7 (1 (1) =22 ()] (3.11)
TLz () — Hao(t)[?

v

pour tout ¢ .

Ce qui montre que si 1z (t,) = [lzs(t,) pour une valeur ¢, de t, alors z1(t,) = x2(t,) et
par conséquent z1(t) = x5(t) pour tout ¢. Ces observations conduisent au résultat du lemme
32. m

Lemme 3.3 (voir [29]) Supposons que [’équation (3.1) admet une solution réductible y(t)

alors pour tout X € R7 il existe une solution réductible u(t) qui vérifie lu (0) = X.

Théoréme 3.3 Supposons que l’équation (3.1) satisfait les hypothéses (Hy), (Hy) et (Hs)
et admet au moins une solution réductible. Soit {1 [’ensemble de tout les points critiques et

de toutes les orbites réductibles de I’équation (3.1). Alors TIth = RY et I’application
II:4— R
est bijective et bicontinue.

L’ensemble U est appelé variété réductible.

Démonstration Le lemme 3.3 indique que IT4 = R/,
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3.3. La variété réductible

Si p1,p2 € 4, il existe des solutions réductibles z1(t) et xo(t) telles que x1(0) = p; et
ZL’Q(O) = P2.

Alors (3.11) nous donne

v

2|Mp, —TIpal* > Q7 (p1 — p2)|” (3.12)

Tp; — TIp,|*

v

pour tout p; et py dans 4.

Dot IT : {4 — R7 est bijective, et par conséquent elle admet une application inverse
o : R/ — YU telle que Tp(X) = X ; VX € RI et p(Ilp) = p ; Vp € U .Avec p; =
©(X1) ;5 p2 = p(Xa) (3.12) nous donne

V2(Q| X1 — Xa| > p(X1) — ¢(X2)| > [Q7Y 1 |X1 — Xo (3.13)

pour tout X;, X, dans R?. D’oti ¢ est lipshitzienne dans R’ ; ce qui termine la démon-

stration. m

Corollaire 3.3 Supposons que (Hy), (Hs), (Hs) soient vérifiées alors $ est un ensemble

fermé dans R™.

Démonstration Si ¢ est un point limite de i1, il existe une suite {p,} dans i, telle que
hmpv =4q;
v——+00

Pour tout v , p, = ¢ (Ilp,) , car p, € 4L

Puisque les fonctions ¢ et II sont continues on a

¢ (llg) = limep (Ip,)

vV—+00

= limp,
v—+400

= q
Donc g € ¢ (R7) = 4 et 4 est fermé. m

Corollaire 3.4 (voir [29]) Supposons que l’équation (3.1) satisfait (Hy), (Hs), (H3) et ad-
met une solution réductible y(t) telle que eMy(t) — 0, quand t — —oo , alors Y contient
tout point a—limite de toute solution de l’équation (3.1). De plus, toute solution x(t) qui

n’est pas réductible vérifie 0 < lim inf e |z(t)|, quand t — —oo.

Corollaire 3.5 (voir [29]) Supposons que ’équation (3.1) satisfait (Hy), (Hs), (Hs) et pos-
séde une solution xo(t) bornée sur [t,,+0o[, alors I’équation (3.1) posséde une variété ré-

ductible 3L qui contient tout les points w—limite de toutes les solutions de ’équation (3.1).
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3.3. La variété réductible

Théoréme 3.4 Supposons que (Hy), (Hy), (H3) sont vérifiées avec j = 1, alors toute so-
lution de l’équation (3.1) tend soit vers linfini soit vers un point critique quand t — +o0.
De méme toute solution de ’équation (3.1) tend soit vers linfini soit vers un point critique

quand t — —oo0.

Démonstration Si z(t) est une solution de I’équation (3.1) et h est une constante alors
x(t + h) est aussi une solution de la méme équation.
En posant x1(t) = z(t + h) et x5(t) = z(t) dans (3.10) et en divisant par h* on aura
5 / M2 [zt + h) — x()]Pdt < V(R 20+ h) — 2(0)]) =2V (7 [z(r + h) — x(7)])
0
pour 6 < 71 et h # 0.
En faisant tendre h vers 0 et en utilisant le lemme de Fatou, on obtient

T

. / A2 (1) dt < PV (& (6)) — eV (o!(7)) (3.14)

0
pour 0 < 7.
Donc e**V (' (t)) est monotone décroissante pour toute solutions z(t).
D’abord on suppose que €2}V (2/(t)) tend vers une limite fini quand ¢ — +oo.

Alors [° e*a/(t)dt converge et d’apres I'inégalité de Cauchy -Schwartz

T 2 T T
( / |2’ (t)|dt) < / Mo/ (t)2dt / e Mt
0 0
0

ce qui entraine que [, [2/(¢)] dt converge et que z(t) tend vers une limite finie quand
t — +00.
Maintenant supposons que la fonction monotone décroissante e}V (2/(¢)) tend vers —oo

quand ¢ — o0, alors V(2/(t)) < 0 dans un certain intervalle [«, +00[ et (3.3) nous donne
2 |1/ (t)]* > |Q ! (6)[” > |10/ (1) (3.15)

pour t > «.

Puisque j = 1, I12/(¢) est une fonction scalaire qui ne change pas de signe sur [, +00]
d’apres (3.15).

Alors Iz (t) est monotone sur [a, +00].

Si on suppose que |I1z(t)| — oo, alors le terme de droite dans (3.3) indique que |z(t)| —

oo quand t — +o0.
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3.4. Disque engendré invariant

Si on suppose que I1z(t) tend vers une limite finie quand ¢ — +oo, alors [°° [II2/(t)] dt
converge et [ [2/(t)| dt converge aussi d’aprés (3.15). Ce qui entraine que z(t) tend vers
une limite finie quand t — +o0c.

Ce qui démontre que z(t) tend soit vers oo, soit vers une limite finie quand ¢ — +oo.

Maintenant on suppose que V(2'(t)) < 0 sur un intervalle |—oo, a]. Alors (3.15) est
vérifiée pour ¢ < « et les arguments ci-dessus montrent que x(t) tend soit vers oo, soit vers
une limite finie quand ¢t — —oc.

Si on suppose que V(2/(7)) > 0 pour un certain 7 alors (3.14) montre que V(z/(6)) —
+00 quand § — —oo. Ce qui implique que |z/(0)] — +oo et (3.1) donne |z(0)| — +oo
quand # — —oo.

Ce qui démontre que z(t) tend soit vers oo, soit vers une limite finie quand ¢ — —oc.

Notons enfin que si x(t) tend vers une limite finie ¢ quand ¢ — 400, alors il est évident
en revenant a (3.1) que ¢ est un point critique, ce qui termine la démonstration du théoréme.

3.4 Disque engendré invariant

Dans cette section, on suppose que toutes les hypotheése (H;), (Hz), (Hs), (Hy), (Hs) sont
vérifiées.

Le but de cette section est de montrer que toute courbe simple, fermée et invariante est
nécessairement le périmetre d’un disque bidimensionnel dans R".

Cette courbe et ce disque sont dans . Pour toutes solutions x1(t),z2(t) de 'équation

(3.1), on peut écrire (Hy) sous la forme

e W (wn(6) — ma(t))] < —ee (1) — wa(0)* <0

Ceci entraine que e "W (z1(t) — x5(t)) est monotone décroissante pour toute paire de
solutions.

Si [;° e 2 x(t)2dt est convergente, on dira que la solution z(t) est inversement-réductible.
11 est clair que toute solution bornée sur [0, co| est inversement réductible.

Une solution qui est & la fois réductible et inversement-réductible sera dite doublement-

réductible.

Lemme 3.4 (voir [29]) Si x1(t) et x5(t) sont deux solutions inversement-réductibles et dis-
tinctes, alors W (z1(t) — x2(t)) > 0, pour tout t. Réciproquement si x5(t) est inversement-

réductible et W (x1(t) — z2(t)) > 0, pour tout t, alors xy (t) est inversement-réductible.

35



3.4. Disque engendré invariant

Lemme 3.5 St I'|,['y sont deux orbites doublement -réductibles et distinctes, alors les
courbes planes AT'yet ATy sont disjointes. De plus ATy se recoupe si et seulement si I'y

est une orbite périodique.

Démonstration Pour toutes solutions x; () et z5(¢) doublement-réductibles, on a d’aprés

les lemmes 3.1 et 3.4
V(z1(t) — x2(t) <0< W (z1(t) — x2()) (3.16)

pour tout ¢ .

Posons = = x1(t) — x2(t) dans (3.7), on obtient d’aprés (3.16)
2 [z (t) — Azo()|* > [M a1 (1) — 2o(8)]” > |Azi(£) — Awo(t)]” WEER (3.17)

Ceci montre que si Azi(t,) = Axy(t,) pour une valeur ¢, de ¢, alors x;(t,) = xa(t,), et

donc z1(t) = x5(t), Vt € R. De ces observations le lemme 3.5 s’en déduit. m

Théoréme 3.5 (voir [29]) Supposons que (Hy), (Hsz), (Hs), (Hy), (Hs) soient vérifiées et
que l’équation (3.1) admet une courbe invariante simple et fermée I'. Alors [’équation (3.1)
posséde un ensemble borné invariant ® dont l'tmage homéomorphe par A est intérieur au

domaine D entouré par la courbe simple et fermée AT dans R? ; en outre, la fermeture de
Dest'UD.

Corollaire 3.6 Si dans le théoréme 3.5, T est une orbite périodique alors [’équation (3.1)

posséde au moins un point critique c tel que Ac soit a lintérieur de AL.

Démonstration Puisque

A:R* — R?
est linéaire
d dx
SAa(t) = A— = Af(a(t))

pour toute solution z(t) de I’équation (3.1).

on note 91 'ensemble des poins critiques et des solutions doublement réductibles de
I'équation (3.1).

Si z(t) € M alors x(t) = (Ax(t)) et par conséquent Ax(t) satisfait I’équation différen-

tielle
dX

e =AW (X)) (318)

ou 1 est I'application inverse de A.
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3.5. Théoréme local de 'index

Les orbites et les points critiques de I’équation (3.1) dans 9 ont pour images par A des
orbites et des points critiques de I’équation (3.18) dans AMNI.

Six(t) € M et h # 0 est une constante alors x(t), z(t + h) sont des solutions doublement
réductibles de I’équation (3.1), et (3.17) donne

2h 2 A (x(t + h) — x(t)* > W2 | M~ (x(t + h) — z(t))|’

faisons tendre h — 0 on aura

2 A ()] > [M~ (1)

Puisque z(t) = f(z(t)), on obtient

2|Af (0 CON 2 [M7 (0 () (3.19)
VX € A
L’équation bidimensionnelle (3.18) posséde au moins un point critique X, a l'intérieur
de son orbite périodique AI.
Donc ¢ (X,) est un point critique de I'équation (3.1) d’apres (3.19). Puisque X, =
AY (X,), le corollaire es établit. =

Corollaire 3.7 Supposons que dans le théoreme 3.5, I' soit une orbite périodique. Si
léquation (3.1) admet seulement un nombre fini de points critiques c,(v = 1,2,.... k) tels

que Ac, soit o lintérieur de AI' Vv = 1,2, ...k alors
1 =ind (Acy, Af) +ind (Acg, Afe)) + ... +ind (Ack, Af1)) (3.20)

Ou ind (Ac,, Af1)) désigne l'index du champ de vecteurs plan Af (¢ (X)) en ses points

critiques Ac,.

Démonstration C’est une conséquence immédiate du théoréme classique de I'index de
Poincaré car d’aprés (3.19), Acy, Acs, ..., Ac, sont les seuls points critiques de I’équation

bidimensionnelle (3.18) & l'intérieur de son orbite périodique AI'. =

3.5 Théoréme local de I’index

Les théoréme 3.1 et 3.2 ne sont pas exactement analogues au théoréme classique de I'index
de Poincaré parce que leurs hypotheéses (H;), (Hs), (Hy) imposent des restrictions sur f(x)

dans tout R".
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3.6. Le critére négatif de Bendixson

Puisque ces restrictions pourraient étre incommodes dans la pratique, il peut étre in-
téressant de fournir des versions de ces résultats qui ne font aucune supposition au sujet du
comportement de f(x) en dehors d’un ensemble borné.

Dans cette section nous abandonnons toutes les hypothéses utilisées jusqu’ici, et sup-
posons a la place que f(x) satisfait ce qui suit :

(Hg) f(z) est localement lipschitzienne en tout point de la fermeture S d'un sous-
ensemble ouvert et borné S de R™;

(H7) Toute solution z(¢) de (3.1) qui rencontre la frontiére S de S la traverse de R" — S
vers l'intérieur de S;

(Hg) Toute courbe simple, fermée dans S peut étre contintiment contractée a un point
sans quitter S;

(Hy) toute paire de solutions x;(t), 2(t) de I’équation (3.1) vérifie (3.2) pour toute valeur
de t telle que x1(t) et xo(t) restent a l'intérieur de S.

(Hy) V(z) = 2'P,x, ou P, est une matrice réelle symétrique de type n x n ayant deux
valeurs propres négatives et n — 2 valeurs propres positives.

Comme dans la section §1, (Hyg) nous permet d’obtenir & partir de la forme quadratique
V() une application linéaire

II:R"” — R?

nous avons alors la version locale suivante du théoréme 3.1.

Théoréme 3.6 (voir [29]) Supposons que (Hg), (H7), (Hg), (Hy), (Hio) soient vérifiées et
que l’équation (3.1) posséde une orbite périodique I' C S.

Alors TIT' est une courbe simple fermée dans R? et l’équation (3.1) posséde aux moins un
point critique ¢ dans S tel que Ilc reste a lintérieur de I1T.

Si de plus S contient seulement un nombre fini de points critiques c,(v = 1,2, ..., k), tels

que Ilc, soit a l'intérieur de 11T alors
(=1)" =ind(cy, f) + ind(cz, f) + ... + ind(cy, f)

pourvue que f soit de classe C' sur un voisinage de chaque points c,.

3.6 Le critére négatif de Bendixson

Pour les équations différentielles dans le plan (n = 2), Bendixson a montré que I’équation

(3.1) n’a aucune orbite périodique si la divergence du champ de vecteurs garde un signe
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3.6. Le critére négatif de Bendixson

constant dans une région simplement connexe du plan. Ce résultat est appelé le critére
négatif de Bendixson qui permet donc de démontrer la non existence de solutions périodiques

pour un systeme

r = f(z), x = (x1,72) € R?, f=(f1, f2) (3.21)
On peut le résumer dans le théoréme suivant

Théoréme 3.7 Soit Q un domaine simplement connexe dans R2.
0 0
Si divf(x) = 8_f1 (x) + a—fg(x) n'est pas nulle, et ne change pas de signe dans R
X1 )

alors léquation (3.21) n’admet pas de solutions périodiques dans 2.
Ce critére a été étendue par Dulac comme indiqué dans le théoréme suivant

Théoréme 3.8 (critére de Dulac)
Soit Q un domaine simplement conneze dans R?, et soit o une fonction scalaire de classe

C! et positive dans €, si

tinlota) (o) = (LD | Do),

ne s’annule sur aucun sous ensemble ouvert de 2, alors l’équation (3.21) n’admet pas de

solutions périodiques sur 2.

Sin > 2 on ne peut pas appliquer les résultats précédents comme on le voit sur ’exemple

suivant
T=1
y = —7 (3.22)
2= —2z

On a bien divf = —2 < 0, dans R3.
Mais le systéme possede une orbite périodique (z(t), y(t), z(t)) = (sint, cost, 0).
Par conséquent on ne peut pas généraliser le critére de Bendixson sans ajouter d’ hy-

pothéses.

3.6.1 Extension a R" du critére de Bendixson

Théoréme 3.9 (voir [29]) Supposons que l'équation (3.1) satisfait (Hy), (Hs), (Hs) avec
j = 2 et que D soit un ensemble ouvert simplement connexe dans R?. S’il existe une fonction

continue o de 'ensemble II71D dans R telle que o f soit de classe C' et que
c>0 et div(cf)>0 (3.23)

dans II71D alors il n’existe aucune courbe simple fermée invariante C dans II"D.
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3.6. Le critére négatif de Bendixson

Cas particulier :
Quand D = R?, il est facile d’appliquer ce résultat car II"'D = R", et la connaissance

de II n’est pas exigée.

Remarque 3.2 Dans le cas n = 2, le critére de Dulac indique que la condition div(o f) > 0
peut étre remplacée par div(of) < 0, mais ce n'est pas le cas pour n > 2, comme le montre

Uezemple de ’équation (3.22) qui satisfait (Hy), (Hs), (H3), avec
V(z)=X2-Y? - 2?
et A=¢=1.

Le critére de Bendixson a été généralisé par Dulac pour fournir un outil qui permet de
montrer qu’'une région annulaire de R? ne contient pas plus d’une orbite périodique d’une
équation différentielle dans R2.

Le résultat suivant est analogue a celui de Dulac.

Théoréme 3.10 (voir [29]) Supposons que l'équation (3.1) satisfait (Hy), (Hs), (Hs) et
que A soit une région annulaire de R%. S’il existe une fonction continue o de l’ensemble
' A dans R telle que o f soit de classe C' et que (3.23) soit vérifiée dans II"'A, alors au

plus une orbite périodique de (3.1) peut étre entiérement dans I A.

Lloyd [13] a généralisé le théoréme de Dulac pour fournir des conditions pour qu’une
équation dans R? ait au plus k orbites périodiques dans une région de R2.

Le théoreme suivant est analogue a celui de Lloyd.

Théoréme 3.11 Supposons que (Hy),(Hs) et (Hs) soient satisfaites par ’équation (3.1)
et que D soit un sous ensemble ouvert connexe de R? tel que R?\D posséde exactement k
composantes bornées. S’il existe une fonction continue o de l'ensemble II71D dans R telle
que o f soit de classe C! et (3.23) soit satisfaite dans II71D, alors il existe au plus k orbites

périodiques de (3.1) contenues dans II71D.

Bien que les théoréme 3.9 3.10 3.11 soient des analogue des théorémes correspondants
en dimension deux, la condition (3.23) n’est pas la meilleur lorsque n > 2, en extrayant plus

d’informations a partir de (Hs) et (Hj), nous mettons ces résultats comme suit
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Théoréme 3.12 (voir [28]) Les théoréme 3.9 3.10 3.11 restent vrais quand (3.23) est rem-

placée par la condition moins restrictive suivante
0>0, (n—2)Ao+div(cf)>0

Remarque 3.3 : Comme cité précédemment, le théoréme 3.9 étend seulement la moitié du
critére de Bendixson négatif qui concerne divf > 0.
Un résultat qui étend la condition de Bendizson divf < 0 peut étre déduit du théoréme
3.9 simplement en remplacant t par —t dans les théorémes 3.9 3.10 3.11.
Cependant (Hy) est également modifiée par cette substitution de sorte que (3.2) devienne
d

2NV (@1(t) — wa(t)) — 5V (@1() = 22(8)) < —(m (1) — ()
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4

Généralisation du théoréme de
convergence de Massera pour les
équations différentielles périodiques

non linéaires

4.1 Introduction

Les équations différentielles ordinaires périodiques par rapport & la variable indépendante
apparaissent dans plusieurs problémes de mécaniques et de la théorie des circuits.

Pour ces applications il est intéressant de statuer sur ’existence des solutions périodiques,
et en particulier sur celles qui sont stables.

Des outils puissants pour démontrer 1’existence des solutions périodique sont fournis par
plusieurs théories ; et beaucoup d’articles ont été écrits sur ce sujet.

Cependant ,peu d’articles ont été écrits sur ’existence de solutions périodiques stables
(voir [19]).

Quand une solution périodique est calculée explicitement ,sa stabilité peut normalement
étre déterminée en calculant les facteurs caractéristiques (Floquet multipliers ) de I’équation
perturbée et en vérifiant que tous ces facteurs ont un module inférieur & 1.

Ceci nécessite toujours des efforts considérables et n’est possible que lorsque la solution
périodique est connue avec une certaine exactitude. Cependant la théorie qualitative des
équations différentielles vise & prévoir I'existence d’une solution périodique stable sans exiger

de la calculer explicitement.
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4.2. Théoréme de convergence de Massera

Le but de cette partie est de fournir une nouvelle classe d’équations pour lesquelles il est
possible de prévoir 'existence d’une solution périodique stable.
Ce travail a été inspiré par des résultats de Massera et Pliss au sujet des équations

scalaires du premier ordre qui sont o— périodiques par rapport & la variable indépendante.

Théoréme 4.1 (de M assera) (voir [31])
St une équation scalaire du premier ordre, périodique par rapport & sa variable indépen-
dante posséde une solution bornée x(t) sur un certain intervalle [t,, 400 ; alors x(t) converge

vers une solution o— périodique quand t — +00 .

Ce théoreme n’est pas valable pour toutes les équations dans R" , n > 1.

Dans ce chapitre on aura des résultats analogues au théoréme de la convergence de
Massera pour une classe spéciale d’équations différentielles dans R™.

Les résultats de stabilité sont peu communs parce qu’ils prévoient la présence d’une so-
lutions périodique stable dans une région qui peut également contenir beaucoup de solutions
instables.

Massera [14] a employé le théoréme de convergence pour motiver son résultat plus célébre
au sujet des équations o— périodiques dans R? pour lequel la solution posséde un intervalle
d’existence sous la forme [0, +o0l.

Il a montré que si une telle équation a une solution bornée dans le futur (¢ > 6) alors
elle possede également une solution o— périodique. C’est un résultat délicat parce que les
équations satisfaisant ces hypothéses peuvent avoir également des solutions récurrentes qui
ne soient pas périodiques.

Dans ce qui suit ,nous donnons un analogue du théoréme de Massera, en dimension deux,
pour une classe spéciale d’équations différentielles dans R".

Ceci est démontré en effectuant une étude détaillée d’une classe de solutions dans R",

ce sont les solutions réductibles.

4.2 Théoréme de convergence de Massera

Considérons I’équation différentielle :

z = f(t,z) (4.1)

ou f(t,z ) est une fonction continue sur R x S & valeurs dans R" ; ou S est un sous

ensemble ouvert de R™.
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4.2. Théoréme de convergence de Massera

Pour assurer que les solutions dans S sont uniquement déterminées par leurs valeurs
initiales et varient avec elles, nous considérons les hypothéses suivantes :

(Hy) f(t,z) est localement lipschitzienne, par rapport a z, sur R x S .

(H) 11 existe une constante o telle que f(t +o,2) = f(t,z) dans R x S.

Si S, est une partie compacte de S alors (H;) implique que f(¢,x) est globalement
lipschitzienne sur ’ensemble compact [0, 0] x S, et donc il existe une constante 7 (S,) telle
que

|f(t,z1) — f(t, 22)] < v (Ss) |x1 — @a| , V1,29 € S et t € [0,0]. (4.2)

Cette restriction ¢ € [0, 0] peut étre ignorée quand f (¢, x) satisfait (Hy).
Si z(t) et y(t) sont des solutions de I’équation (4.1) contenues dans S, et ¢t € [, 7| alors

d’aprés (4.2) on a

2(0) =y (0)| exp [= (S) (T = 0)] < |z (7) —y (7)] < [2(0) —y (O)| exp [v (So) (7 = 0)]
(4.3)

Pour le cas des équations scalaires qui vérifient (H;) et (Hy) avec S = R ; Massera [14] a
montré que toute solution y(t) bornée sur [t,, +00[ converge vers une solution o — périodique
u(t) quand t — +oo.

Ce résultat peut étre généralisé a des équations dans R™ |, n > 1 , en ajoutant d’autres
hypotheéses.

Pour les équations satisfaisant (H;) et (Hy) avec S = R", n > 1 Sell [22] montre
que toute solution bornée y(t), uniformément asymptotiquement stable, converge vers une
solution périodique u(t) quand t — 400 .

Dans la pratique la stabilité asymptotique de y(t) peut étre vérifiee en utilisant un
théoréme de Demidovich [8].

Pour le cas particulier des équations autonomes, la solution périodique u(t) est réduite
a une solution constante dans les théorémes, ci-dessus, de Massera et Sell.

Pour ce cas particulier une version plus délicate a été discutée par Cronin [6] qui consiste

Si y(t) est une solution bornée et est a phases asymptotiquement stable, alors I’ensemble
des points w — limite de y(t) est 'orbite d’une solution périodique asymptotiquement stable.

Ce résultat est étroitement 1ié au théoréme de Poincaré -Bendixson pour des équations
autonomes dans le plan.

Cronin [6] a donné encore une condition suffisante pour que y(¢) posséde une phase

asymptotiquement stable.
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Ce chapitre est consacré principalement aux équations différentielles non autonomes.

Un résultat analogue du théoréme de Massera est obtenue en dimension supérieur a 1,
en ajoutant ’hypothése suivante :

(Hj3) Il existe des constantes A > 0, ¢ > 0 et une matrice P constante réelle et symétrique

de type n x n telle que pour tout t € R
(l’l — ZL‘Q)* P [f (t, 171) — f(t, l’g) + A ({L‘l — [Eg)] S —& |l’1 — 172'2 s \V/l'l, To € S (44)

Si V(z) = a*Px et x(t), y(t) sont des solutions de I’équation (4.1), alors on a

d

7 V@) —y@)] = 2@ —y) Pt ) = [y + A @ —y)]  (45)
< —2ex(t) —y(t)|? e

pour tout ¢ tel que z(t), y(t) € S.
Si z(t), y(t) € S pour § < t < 7 alors MV (x(t) — y(t)) est décroissante sur [0, 7] et
strictement décroissante lorsque les solutions z(t) et y(¢) sont différentes.

En intégrant (4.5) sur l'intervalle [0, 7] on obtient
PV (2(0) — y(0)) — eV ((7) = y(7)) = 25/ AN (x(t) — y(1)* dt (4.6)
0

Théoréme 4.2 (voir [31]) Supposons que I’équation (4.1) satisfait (Hy), (Hs) et (Hs) avec
A =0 ; si elle admet une solution y(t), contenue dans un sous ensemble compact S, de S,

pour t, <t < oo alors elle admet une solution o— périodique u(t) telle que
y(t) —u(t) — 0 quand t — 400

En outre u(t) est la seule solution périodique de ’équation (4.1) contenue dans S pour

tout t.

Puisque A = 0 il est claire d’aprés (4.5) que la stabilité de la solution u(t) peut étre
déterminée par la deuxiéme méthode de Liapounov en utilisant V' (z) comme fonction de
Liapounov.

Si V() est définie positive, alors u(t) est asymptotiquement stable, elle est instable si
la matrice P posséde une valeur propre négative.

Dans le cas particulier ou V(x) est définie positive, le théoréme 4.2 est particuliérement
identique au théoréme de convergence de Demidovich [8].

Puisque la matrice symétrique P est réguliere d’apres (4.4), il existe un entier j qui

satisfait I’hypothése suivante :
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(H4) P posséde j valeurs propres négatives et n — j valeurs propres positives.

Quand la matrice P satisfait (Hy), il existe une matrice inversible M de type n x n telle
que
M*PM = diag(—lj, In—j)

la forme quadratique V(x) = z*Px est réduite a la forme canonique V(z) = Y? — X? par
la substitution x = M col(X,Y) avec X € R/ et Y € R" .

Considérons ’application linéaire
I:R*"—-R r— X
Puisque |M'z|* = X2+ Y2 on a
V(z) + 2|z’ = M 2" > |z)?,  VzeR" (4.7)
Le résultat principal de cette section est le suivant

Théoréme 4.3 (voir [31]) Supposons que ’équation (4.1) satisfait (Hy), (Hs), (Hs), (Hy)
avec A >0 et j = 1.

Si (4.1) admet une solution y(t) qui reste dans un sous ensemble compact S, de S pour
tout to <t < 00, alors (4.1) admet une solution o—périodique u(t) telle que y(t) —u(t) — 0,

quand t — +00.

Pour illustrer la relation entre le théoreme 4.2, le théoréme 4.3 et le théoréeme de conver-

gence de Massera on prend 'exemple suivant

dXx

e P(t, X) (4.8)
dY

w -

Ot 1 est une constante réelle strictement positive.
Ce systeme est de la forme (4.1) avec z = col(X,Y) et f(t,x) = col(p(t, X), —uY) .
Il est aisé¢ de vérifier que ga satisfait (4.4) avec P = diag(—1,1), A\=p—¢, S =R? |

pourvu que
—([1, - 25)(X1 - X2)2 S (Xl - Xg) [qb (t,Xl) - ¢ (t,Xg)] ,VXl, XQ € R. (49)
Dans le cas particulier ou la dérivée partielle ¢y (¢, X) existe et satisfait

—p < inf ¢y (t, X) dans R?.
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La condition (4.9) est vérifiée pour un certain ¢ > 0 suffisamment petit et alors (4.8)
satisfait (H3) et (Hy) avec A >0, j =1 et S = R2
Le théoréme 4.3 se rameéne a une version du théoreme de Massera, pour ’équation scalaire

dX
T ¢ (¢, X)

avec la restriction supplémentaire : —p < inf ¢y (¢, X).

Ceci est satisfait dans le cas particulier on ¢ (¢, X') = 3 usin X | pour lequel les solutions
périodiques de (4.8) sont les solutions constantes X = vm , Y =0, oil v est un entier.

Par conséquent S peut contenir plusieurs solutions périodiques différentes quand les
conditions du théoréme 4.3 sont vérifiées.

En un sens, le théoréme 4.3 est plus relaxé que le théoréeme 4.2, pour lequel, il peut y
avoir seulement une solution périodique dans S.

Quand le théoréme 4.2 est appliqué a (4.8), il conduit similairement & une version du
théoréme de Massera pour I’équation scalaire

dX

avec la restriction supplémentaire ; 0 > sup ¢ (¢, X) ou 0 < inf ¢ (¢, X) .

Corollaire 4.1 (voir [31]) Supposons que [’équation (4.1) satisfait (H;), (Hs), (H3), (Hy)
avec A >0 et j = 1.
Si elle posséde une solution z(t) qui reste dans un sous ensemble compact Sy de S pour

tout —oo < t < t,, alors elle admet une solution o—périodique w(t) dans S, telle que
z(t) —w(t) — 0 quand t — —oo.

Le corollaire 4.1 ne peut pas étre déduit du théoréeme 4.3 en remplacant ¢t par —t ; car

(4.4) peut devenir erronée quand on remplace f(t,z) par —f(—t, z) .

Corollaire 4.2 (voir [31]) Si U’équation (4.1) satisfait (Hy), (Hy), (H3), (Hy) avec A > 0
et j = 1, alors toute solution récurrente y(t) de (4.1) qui reste complétement dans le sous

ensemble compact S, de S est nécessairement une solution o— périodique.

L’objectif de cette section est d’ajouter des hypothéses appropriées au théoréeme 4.3 afin
d’assurer I’existence d’au moins une solution périodique stable.
Il est commode de commencer la discussion en supposant que ’équation (4.1) satisfait

seulement (H;), (H3) et (Hy) avec A > 0 et j > 1.
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Une solution z(t) de I'équation (4.1) sera dite réductible si xz(t) € S pour tout ¢ appar-

0
tenant & un intervalle | — 0o, 0] et [ 2 |x(t)* dt converge.
—00

Il est claire que toute solution contenue dans S et bornée sur | — 0o, 0] est réductible, en

particulier toute solution périodique qui est entiérement contenue dans S est réductible.

Lemme 4.1 (voir [31]) Si deux solutions réductibles distinctes x1(t) et xo(t) restent dans
S pour tout t € |—00,ts] , alors V(z1(t) — z2(t)) < 0 pour tout t < t..

Réciproquement, si les solutions x(t) et y(t) sont dans S et satisfont
V(z(t) —y(t)) <0 sur |—oo,t,]
alors y(t) est une solution réductible pourvu que z(t) le soit.

D’apres (4.7), les solutions réductibles 1 (t) et x2(t) dans le lemme 4.1 satisfont
2 Ty (1) — Mao (1) > > [ M~ (aa (1) — 2o(0)[* > [T (8) — Tan (), V2 < 1o (4.10)

Cette relation montre que si Ilz(t) = Ixs(t) pour une valeur ¢t < t, alors x1(t) = xa(t)
pour tout t < ¢,

Pour r € R, désignons par A, le sous-ensemble de S constitué des points x(r) pris pour
toutes les solutions réductibles x(t) de (4.1) qui sont a l'intérieur de S sur |—oo, 7], alors A,
est dit un ensemble réductible de (4.1) dans S .

En posons ¢t = r dans (4.10) on obtient

(M lpy = ol > [Ty = Tpsf? (4.11)

1 _
> 2 | M| 2 1 —p2]2,Vp1,p2 €A,

L’application II : A, — IIA, est bijective et bicontinue, donc A, est homéomorphe au
sous-ensemble 114, de R’/. Quand (H,) est vérifiée, z(t — o) est une solution réductible qui
reste dans S sur |—oo, 7 + 0] ; si et seulement si, z(t) est une solution réductible qui reste
dans S sur |—oo, ], ce qui entraine que A,,, = A,, Vr € R.

Dans le cas ou I’équation (4.1) est autonome, (Hs) est vérifiée pour tout réel o et alors
A, = A, Vr € R.

Considérons 1’hypothése suivante

(Hs) 11 existe un sous ensemble non vide D de S ouvert et borné avec fermeture D C S
tel que si une solution x(t) de (4.1) vérifie 2(0) € D, alors x(t) € S pour tout 0 < ¢t < o et
z (o) € D.
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Si p € S on note z(t,p) la solution de I’équation (4.1) telle que z(0, p) = p.
On pose Sp = {a:(t,p) eER*":peDet0<t< a}, d’apres (H;) Sp C S et d’apres (Hy)
Sp est un compact.

Si p € D alors (Hj) assure que z(t,p) existe sur 0 < ¢ < oo et satisfait
l‘(t,p) € Sp,Vt > 0.

Considérons I'application T : D — D définie par Tp = z (o, p) ,¥p € D, alors Tp = p si

et seulement si x(¢, p) est une solution o— périodique.

Théoréme 4.4 (voir [31]) Supposons que l’équation (4.1) satisfait (Hy), (Hs), (Hs), (Hy), (Hs),
avec A > 0 et j = 1, alors elle posséde au moins une solution z(t) o—périodique stable au

sens de Liapounov et telle que x(0) € D.

Cependant 'existence d'une solution périodique asymptotiquement stable ne peut pas
étre déduite par les hypotheses du théoreme 4.3. Le résultat suivant est I’analogue du résultat
de Pliss [17].

Théoréme 4.5 Supposons que ['équation (4.1) satisfait (Hy), (Ha), (Hs), (Hy) avec A > 0
et j = 1. Si elle admet une solution périodique isolée x(t) contenue dans S et qui soit stable

au sens de Liapounov, alors x(t) est asymptotiquement stable.

Démonstration : Il suffit de montrer que si p(t) est une solution périodique dans S et
est stable au sens de Liapounov, mais n’est pas asymptotiquement stable ; alors p(t) n’est
pas isolée.

Pour tout € > 0 , il existe § (¢) > 0 tel que toute solution z(t) telle que |z(0) — p(0)| <
J () satisfait

|z(t) — p(t)] < e, pour 0 <t < oo.

Si € est suffisamment petit, la solution z(¢) est dans un sous ensemble compact S, de S
sur [0, 4o00].

D’Apres le théoréme 4.3, x(t) converge vers une solution périodique z,(t) quand t —
+00. Puisque p(t) n’est pas asymptotiquement stable, on a nécessairement x,(t) # p(t) pour
au moins une solution z(t) avec |z(0) — p(0)| < & (g).

Puisque ceci satisfait |z, (t) — p(t)| < e, pour tout ¢ ; la solution périodique p(t) n’est

pas isolée. m
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Maintenant supposons que f(t, ) est différentiable par rapport & 2 dans R x S, alors la

0
matrice jacobienne J(t,z) = {—f(x)} de type n X n existe dans R x S et satisfait

ox

J(t,x)v = ’lliir(l)h_l [f(t,z + hv) — f(t,2)] (4.12)

pour toute v dans R™. Si x € S alors x + hv € S pour toute h # 0 suffisamment petit.

Par la substitution 71 = x + hv , x5 = x dans (4.4), et en divisant par h* on obtient
VP [+ bt x + ho) = ft2)]] < —e v]?.
On combine cette derniére et (4.12) on aura
v'P w4+ J(t,z)] < — o], Yo e R®
De la matrice symétrique de cette forme quadratique on obtient
PJ(t,z)+ J(t,z)" P+ 2\P <0 (4.13)

ou l'inégalité signifie que la matrice est définie négative.
Si f(t,z) est une fonction analytique en tout point de R x S alors (H;) et (4.13) sont
vérifiées et Tp = x(o, p) est aussi une fonction analytique de p dans D, le théoréme suivant

est analogue au résultat de Pliss [17].

Théoréme 4.6 (voir [31]) Supposons que l'équation (4.1) vérifie (Hy), (Hs), (Hy), (Hs)
avec X > 0 et j = 1. Si f(t,x) est analytique sur R x S, alors l’équation (4.1) posséde
seulement un nombre fini de solutions périodiques x(t) telles que x(0) € D. En outre l'une

au moins de ces solutions périodiques est asymptotiquement stable.

On suppose maintenant que (H;p) est vérifiée avec S = R". Alors I’équation (4.1) est dite
dissipative s’il existe une constante K et une fonction positive 7 (p) définie pour toute p > 0
telle que toute solution x(t) avec |z(t,)| < p existe sur ¢, <t < +o0, et satisfait |z(t)] < K
pour toute t > t, + 7 (p).

Le nombre K s’appelle la borne absolue de (4.1).

Selon Pliss [17] I'équation (4.1) est dissipative s’il existe une matrice constante L de type
n x n telle que

lim |z|”' [f(t,z) — L(z)] =0 (4.14)

Tr—+00
uniformément pour —oco < t < +00, et Re z < 0 pour toute valeurs propre z de L.

Le théoréme suivant est apparenté a un résultat de Yoshisawa [35].
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Théoréme 4.7 (voir [31]) Supposons que 'équation (4.1) satisfait (H;), (Hz), (Hs), (Hy)
avec S =R" A >0, j=1.

Si léquation (4.1) est dissipative alors toute solution x(t) de cette équation converge vers
une solution o—périodique x,,(t) quandt — 400, et au moins une de ces solution périodiques
est stable au sens de Liapounov. Si de plus f(t,z) est analytique sur R x R™ alors (4.1)
posséde seulement un nombre fini de solutions périodiques, et au moins l'une d’elles est

asymptotiquement stable.

Yoshizawa [35] a montré I’existence d’au moins d’une solution o —périodique sans utiliser
les hypotheses (Hs) et (Hy4) ; mais son résultat ne donne aucune information au sujet de la

convergence, la stabilité ou le nombre de solutions périodiques.

4.3 Le deuxiéme théoréme de Massera

Dans cette section (H;) est vérifiée avec S = R™ et nous posons aussi I’hypothése suivante

(Hg) Toute solution de I’équation (4.1) posséde un intervalle d’existence de la forme
0, +00].

Le deuxiéme théoréme de Massera affirme que si une équation différentielle dans R?
satisfait (H;), (Hs), (Hg) et posseéde une solution y(t) bornée sur un intervalle [t,,+oo],
alors elle posséde au moins une solution o—périodique u(t).

Ce théoréme ne donne aucune relation explicite entre y(t) et u(t) ; en général y(t) ne
converge pas vers u(t) quand t — +o00.

Massera a montré aussi que ce théoréme ne peut pas étre généralisé a des équations
différentielles de dimension élevée sans ajouter d’autres hypothéses. Pour les équations
dans R", Halanay (voir [18, pp74]) a démontré un résultat similaire en omettant (Hg) mais
il requiert que la solution bornée y(t) satisfasse la condition supplémentaire y(o + vo) —
y(vo) — 0 quand v — +oo (v € N). Cependant, cette condition supplémentaire n’est pas
toujours facile a vérifier dans la pratique. Le résultat principal de cette section est donné

par le théoréme suivant

Théoréme 4.8 Supposons que ’'équation (4.1) satisfait (Hy), (Hy), (Hs), (Hy), (Hg) avec S
—R", A>0etj=2.
Si elle posséde une solution y(t) bornée sur un certain intervalle [t.,+oo[, alors elle

posséde au moins une solution u(t), o—périodique.
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Ceci peut étre considéré comme un analogue du deuxiéme théoréeme de Massera dans
lequel la condition n = 2 a été remplacée par j = 2, la démonstration du théoréme 4.9 est
basé sur le résultat suivant qui concerne ’ensemble réductible A, définie dans la section

précédente.

Lemme 4.2 Supposons que y(t) soit une solution réductible de l’équation (4.1) si X € RY
et 0,r sont deux nombres réels avec 0 < r ; alors Il existe une solution zy(t) dans 0 <t < oo

telle que X = Tlzy(r) est V(zg(r) — y(t)) < 0 sur [0, +00].

Démonstration : Si X € RJ | est z(¢,X,0) désigne la solution z(t) de (4.1) qui
vérifie z(0) = y(0) + M col(X,0) ou M est la matrice dans (4.7) et y(0) est la valeur de la
solution réductible y(t) au point ¢t = 0. Alors d’apres (Hg), la solution x(t, X, #) existe pour
0 <t < oo et elle est réduite & z(t,0,0) = y(t) quand X = 0, de plus

x(0, X1,0) — 2(0, X5,0) = M col(X; — Xs,0)

La relation V(M col(X,Y)) = Y? — X? a déja été utilisée pour monter (4.7) . Pour tout

X1, X, dans R/, cette relation nous donne
— X1 — X,]? = V(M col(X; — X5,0)) = V(2(0, Xy,0) — 2(0, X5, 0)).
D’apres (4.5) MV (z(t, X4, 0) — z(t, Xo,0)) est décroissante, et donc
—e?0 | X, — Xo|? > MV (2(t, X1, 0) — x(t, X5, 0)), V> 0. (4.15)

Par conséquent
V(z(t, X1,0) — x(t, Xs,0)) <O0.

et d’aprés (4.7) on a

2

2(x(t, X1, 0) — x(t, Xo,0))|* > |MH(2(t, X1,0) — x(t, X,0))| ", Vt>0. (4.16)
et encore d’apreés (4.7) |Ilz)* > =V (), ceci et (4.15) donne
M (2(t, X1,0) — x(t, X, 0)) > > 2 | X, — Xof, VWt >0. (4.17)

Pour tout 6 < r, notons
go : Rj — Rj
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’application continue définie par go(X) = Ilz(r, X, 0), pour tout X dans R7 avec t = r
(4.17) donne

e lgo(X71) — gg(X2)|2 > 2N | Xy — X2]2 pour X1, X, € R, (4.18)

ca entraine que gy est injective et alors gy (R7) est un sous ensemble ouvert de R’ d’apres
le théoreme de Brouwer sur le domaine d’invariance [13, pp50].

On montre maintenant, par 'absurde que go(R’) = RY.

Supposons que gyo(IR7) ne soit pas la partie pleine de R7, alors il a un point frontiére b
dans R’. Alors b = lim g4(X,) pour une certaine suite {X,} dans R’. Puisque {gg(X,)} est
une suite de Cauchy, (4.18) montre que {X,} est aussi une suite de Cauchy, et donc X, — a,
ou a € R7. Alors b = lim gy (X,)) = gg(a), car gy est continue en a. Do b € gy (R’) et donc
b est un point intérieur de cet ensemble ouvert, ce qui contredit la supposition que b est a
la frontiere de gg(R?) , on conclue que gy (R) = RY.

Ceci assure que si X € R/, il existe un point v() dans R’ tel que
X = go(v(0)) = z(r,v(0),0)
Si on pose zy(t) = z(t,v(0),0) alors
X =zy(r).

et zy(t) satisfait 1’équation (4.1) sur [f, +o00[. Puisque z(t,0,0) = y(t), on peut poser
X; =v(f) et Xy =0 dans (4.15) et on obtient

V(zo(t) — y(t)) < 0,V¢ > 6.
| |

Théoréme 4.9 Supposons que ’équation (4.1) satisfait (Hy), (Hs), (Hy) et (Hg) avec S =
R™ X >0 etj>1. Sielle posséde au moins une solution réductible alors ILA, = R/ pour

tout réel r, et la restriction
II: A, - R

est un homomorphisme.
Démonstration : Pour montrer que I1A, = R il est suffit de montrer que pour tout X
dans R/, il existe une solution réductible u(t) de I'équation (4.1) telle que X = ITu(r). Une

telle solution u(t) sera obtenue comme limite d’une suite convenable de solutions zy(t) =

x(t,v(0),0) établie dans le lemme 4.2.
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Puisque X = Ilzy(r) = Iz(r,v(0),0) et x(¢,0,0) = y(t), on peut poser X; = v(f) ,
Xy =0,t=r dans (4.16) pour obtenir

2

21X —Iy(r)* > [M 7 (x(r,0(6),0) —y(r))]
> [M| 7 |x(r,0(0),6) — y(r)]* pour § <r

(4.19)

En posant z(t) = x(t,v(),0), 7 = r dans (4.6) on obtient
=V ((r,v(0),0) — y(r)) = 25/ e [ (t, v(9),0) — y(O)I dt
0
Car V(z(0,v(0),0) —y(0)) < 0 d’apres (4.15) . Ceci et (4.19) donnent

/erez“iym—x(t,vw),e)m < (20) e [u(rv(6),6) — ()Pl (4.20)

< et IX —Toy(r)[* M p)

pour toute § < r. D’apres (4.19), |z(r,v(0),0)| est bornée pour 6§ < r. Une suite {6,}
peut par conséquent étre choisie de sorte que z(r,v(0,),6,) — q et 6, — —oo, quand
v— 400 ,o0ouqeR".

Si u(t) désigne la solution telle que u(r) = g, alors u(t) existe sur [r, +oo[ d’apreés (Hg).
De plus u(r) = X car X = llz(r,v(0,),0,) pour tout v.

On montre maintenant que u(t) existe aussi sur |—oo,r| ; pour cela il suffit de montrer
qu’elle existe sur tout intervalle [3, 7] pour tout 5 < r.

Lorsque v est suffisamment grand, 0, < § — 1, et d’aprés (4.20) on a

B
/ ATV Ny () — x(t,0(0,), 0,) dt < e | X = Toy(r)|* | M [p| .
81

En appliquant le théoréme de la moyenne a cette intégrale on obtient
AV y(t,) =ty v(6,),0,)[* < e71e (X = Toy(r)[* [M]*[p].

pour un certain nombre ¢, dans [5 — 1, 3].

Quand [ est fixé, ceci montre que t, et |z(t,,v(0,),6,)| sont bornés pour tout v assez

grands.

D’aprés le théoreme de Weierstrass sur les sous suites, on peut supposer que ¢, — [ et
x(ty,v(0,),0,) — p,quand v — oo ;oul € [ —1,5] et p € R™. Si w(t) désigne la solution
de (4.1) ayant w (1) = p, alors w (t) existe sur [I, +oo[ d’apres (Hg).
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Puisque les solutions dépendent continiment de leurs valeurs initiales x(¢,, v(,),0,) —

w (t), simplement, dans [/, +00[ quand v — +o00. En particulier
w(r) =lima(r,v(0,),0,) = ¢ = u(r)

et par conséquent w (f) est un prolongement de u(t) sur [[,7].

Puisque | < 3, u(t) existe dans [3, +oo[ pour tout § < r. D’ot u(t) existe sur |—oo, +00].
Il reste & montrer que u(t) est réductible. Pourt > 6, (4.15) donne 0 > V' (y(t) — z(t,v(0,),0,)) -
Quand v — oo, ceci donne 0 > V(y(t) — w (t)) pour ¢ > [. Puisque w (t) coincide avec u(t),
alors 0 > V(y(t) —u(t)) sur |8, +oo] pour tout 5 < 7. Donc 0 > V(y(t) —u(t)) sur | —oo, +00|

Puisque y(t) est une solution réductible le lemme 4.1 montre que u(t) est aussi réductible
et alors u(r) € A,.

On a montré plus haut que X = Tu(r), et donc X € IIA,, pour toute X dans R/ et
puisque 'application

I1: A, — IIA,

est un homéomorphisme , alors R/ = I14,. m
Corollaire 4.3 Supposons que l’équation (4.1) satisfait (Hy), (Hs), (Hy) et (Hg) avec S =

R™ X >0 et j>1, supposons de plus que (4.1) posséde au moins une solution réductible.

Alors il existe une fonction continue ¢(t,z) de R x R/ dans R" telle que les relations
X(t) =Ma(t) a(t) = o (t, X(1)) (4.21)

donnent une correspondance bijective entre les solutions réductibles x(t) de (4.1) et les

solutions X (t) de l’équation j— dimensionnelle

dX
— = LLf(t, (8, X)) (4.22)

Démonstration : Si (¢, X) € R x R/ alors le théoréme 4.9 montre qu’il existe un point
unique ¢(t, X) dans A, tel que X = IIp(t, X).
Puisque A; C R™ ceci définit une fonction ¢ : R x R/ — R" qui satisfait

r=¢(t,Ilz), VreA

De plus (4.11) donne

V2IM[|1X: = Xs| > [6(t, X1) — 6(t, X)) (4.23)
MY X - Xa|, VX, Xp € R

v
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On montre maintenant que ¢(t, X') est une fonction continue de (¢, X) en tout point
(r, Xo) dans R x RJ.

Puisque ¢ (r, X,) € A,, il existe une solution réductible z,(t) de I’équation (4.1) telle
que z, (r) = ¢(r, X,). Alors X, = Ilz.(r). De plus z.(t) = ¢(t,[1z,(t)) pour tout ¢, car
xo(t) € As. De ceci et de (4.23) on obtient

o, X) = o(r, Xo) = [0(t, X) = ¢ (¢, Lo ()] + [0 (t) — zo(r)]
[6(t, X) = o(r, Xo)| < V2|M||X = T (8)] + [ao() — zo(r)]

D’Aprés (4.7)
(M7 (o) = 2o(8))] = (o) = wa(B)] = |Xo = Mo (0)]
D’ou
6(4,.) = 6(r, Xo)| < V2|M| X = Xo| + (14 V2 M| M) [aa(t) = wa(r)

Ceci montre que ¢ (t, X) est continue au point (7, X).
Puisque 'application linéaire

II:R" — RJ

ne dépend pas de t, on a

ﬂ%?ﬁzn<@):ﬂﬁwﬂm

pour toute solution z(t) de I’équation (4.1).

Lorsque z(t) est réductible, on a x(t) = ¢ (¢,11x(t)) car z(t) € A;. Alors w =
ILf(t, ¢ (t,11x(t)) et X(t) = [lz(t) satisfait (4.21) et (4.22). Il reste uniquement & montrer
que toute solution x(t) de (4.22) est sous la forme II (z(t)).

Il est claire de (4.23) et (H;) que la partie droite de (4.22) est continue et localement
lipschitzienne en X en tout point (r, X,,) de R x R7. D’aprés le théoréme de Picard, il existe
une solution unique X (¢) de (4.22) telle que X (r) = X.

On a montré ci-dessus qu'’il existe une solution réductible z,(t) de (4.1) telle que Iz, (r) =
X,. D’ou toute solution X(t) de (4.22) est sous la forme I1z(t) ou z(t) est une solution
réductible de (4.1). m

Démonstration du théoréme 4.8

Puisqu’on a supposé que 'équation (4.1) posséde une solution y(¢) bornée sur [tg, +00]

il existe une constante k > |y(t)| pour tout ¢ > t.
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On peut alors choisir une suite d’entiers positifs {m,} telle que m, — oo et y(m,o) —
a quand v — oo ; o a € R™.

Supposons que la solution z(t,a) avec x(0,a) = a existe sur r <t < sour < 0 < s.
Puisque (Hs) est vérifice, y(t + m,0) est une solution de (4.1) sur [ty — m,0, 00| et donc
y(t +m,0o) — x(t, a) simplement dans [r, s] quand v — 0.

Lorsque v est suffisamment grand k > |y(t + m,o)| pour r <t < s et donc k > |z(t, a)|
pour r <t < s.

Ceci montre que le point z(t,a) dans R™ ne peut jamais rencontrer la frontiere ON de la
boule N ={x € R": |z| <1+ k}.

La solution z(t, a) existe donc et reste dans N pour tout ¢ € R. Alors (4.1) posséde une
solution réductible bornée x(t,a) et donc satisfait toutes les hypotheses du corollaire 4.3

Puisque j = 2, l’équation différentielle o—périodique (4.22) est de dimension deux,
toutes ses solutions existent sur |—oo, +0o[ car (4.1) satisfait (Hg).

Puisqu’elle admet la solution bornée I1z(¢, a), le deuxiéme théoréme de Massera montre
que I’équation (4.22) posséde au moins une solution o—périodique X ().

Alors le corollaire 4.3 montre que ¢(t, X (t)) est une solution o —périodique de I’équation
(4.1) car ¢(t +0,X) = ¢(t, X) pour tout (¢, X) dans R x R/ m
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Conclusion

Les résultats que nous avons présentés, ainsi que d’autres résultats que nous n’avons pas
présenté ici (voir [26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34]) et qui sont obtenus grace a la théorie
de réduction de R.A. Smith, montrent que cette méthode est trés prometteuse pour ’étude
qualitative des équations différentielles ordinaires.

Comme perspectives, il serait intéressant de

1) comparer les hypothéses qui ont servi, dans les différents travaux de R.A. Smith, a
définir la réduction utilisée.

2) rendre cette (ou ces) hypotheése(s), qui a (ont) permi de définir la réduction, plus
simples, c’est-a-dire pouvoir reconnaitre, a partir du second membre d’une équation dif-

férentielle, si la théorie de réduction de Smith lui est applicable ou non.
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