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Résumé

L’objectif de ce travail est la prise en compte des conditions aux limites de troncatures de
deux types de milieux non bornés de nature différente. Le premier est celui d’'un fluide
souvent rencontré dans l'investigation des effets d’interactions fluide—structure, et le
second, est celui du sol de fondation qui présente le support des structures et des
ouvrages de génie civil. La géométrie non bornée de ces deux milieux a mené a la
subdivision du domaine d’étude en deux régions; le champ proche discrétisé par
éléments finis et le champ lointain représenté soit, par une frontiére radiative
appropriée, ou par des éléments infinis. Dans les modéles développés, le comportement
du fluide est décrit par le champ de pressions hydrodynamiques et les sollicitations
considérées sont dues a des accélérations harmoniques et des accélérations sismiques,
exercées directement sur le milieu par un écran rigide. Dans le cas du sol, la formulation
est basée sur le champ des déplacements et le milieu est considéré comme étant un plan
semi—infini, soumis a des chargements de formes différentes a sa surface libre. A cet
effet, des programmes de calculs ont été élaborés pour les différents modes de traitement
de la limite de troncature pour chacun des deux cas. Les résultats obtenus sont présentés

et commentés, accompagnés d’études comparatives entre les différentes approches.

Mots Clés: Milieu non borné, Limite de troncature, Eléments finis, Frontiére

absorbante, Eléments infinis.
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Notations

AT WMHID>PISIEEW®H NS0T ISFIZITIOI ST

Pression

Vecteur de pressions (colonne)

Déplacement

Vecteur de déplacements (colonne)

Vecteur normal

Domaine

Contour (frontiére)

Fonctions de forme des éléments finis (vecteur ligne)
Fonctions de forme des éléments infinis (vecteur ligne)
Module de compressibilité

Position de limite de troncature

Rayon de troncature

Masse volumique

Célérité des ondes dans le milieu fluide

Vitesse de propagation d’ondes de compression dans le milieu
Vitesse de propagation d’ondes de cisaillement dans le milieu
Tenseur de contraintes en vecteur colonne

Tenseur de déformations en vecteur colonne

Vecteur de chargement

Pulsation

Période

Opérateur de dérivée partielle

Fonction de Dirac

Opérateur nabla

Opérateur Laplace

Fonction de décroissance d’un élément infini

Module d’Young

Coefficient de Poisson

Module de cisaillement



Introduction générale

Dans la discrétisation par éléments finis des problémes rencontrés dans le domaine de
génie civil, on est souvent amené a traiter des milieux non bornés notamment dans les
cas d'interaction fluide—structure ou d’interaction sol-structure. La difficulté majeure
rencontrée dans la résolution de ce genre de problemes réside dans le traitement des
conditions aux limites de troncatures qui doivent tenir compte des effets de dissipation et
de radiation d’énergie, et d’empécher toutes réflexions parasites pouvant compromettre
gravement la précision du résultat recherché. En général, le domaine doit étre tronqué a
une distance assez loin, pour aboutir a des résultats suffisamment acceptables.
Cependant, cette technique est tres colteuse et conduit a des tailles de maillage
importantes ce qui rend les calculs de plus en plus lourds notamment lorsqu’on veut

considérer le comportement non linéaire du milieu.

Par ailleurs, plusieurs techniques et approches ont été développées et proposées dans le
but d’améliorer les modéles d’éléments finis traitant ce genre de problémes. Parmi ces

approches, on distingue :

e La technique de couplage éléments finis—éléments infini: Le principe de la
méthode est de représenter le champ lointain par des éléments infinis favorisant
une décroissance artificielle du champ de variables par des fonctions
d’interpolations décroissantes dans le cas de l'approche directe, et par des
transformations géométriques ascendantes dans le cas de 'approche inverse [1,5,
9,22,24-217,33].

e La technique de couplage éléments finis—éléments de frontiéres : cette technique
semble attractive, car elle peut pendre en compte le caractére ouvert du domaine
d’étude et que la condition de radiation est déja automatiquement vérifiée dans la
solution fondamentale [6,10,19,28].

e Imposer des frontiéres absorbantes appropriées sur la limite de troncature de
telle sorte a annuler I’énergie sortant du domaine d’étude et d’empécher toutes
réflexions parasites pouvant perturber la solution recherchée [7,13-15,18-20,
23,28,30.
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e Ajouter une couche absorbante dans laquelle un amortissement assez important
sera introduit et de facon réguliére, pour que les ondes puissent entrer dans cette
couche sans étre réfléchies et que toutes les énergies soient absorbées avant
d’arriver a la frontiére [2—4,11,16].

e Utiliser des procédures purement numériques telles que celles proposées par Wolf
et Song [10,31,32].

L’objectif de ce travail est la prise en compte des conditions aux limites de troncatures de
deux types de milieux non bornés de nature différente. Le premier est celui d’'un fluide
souvent rencontré dans l'investigation des effets d’interactions fluide—structure, et le
second, est celui du sol de fondation qui présente le support des structures et des

ouvrages de génie civil.

La géométrie non bornée de ces deux milieux a mené a la subdivision du domaine d’étude
en deux régions; le champ proche discrétisé par éléments finis et le champ lointain
représenté soit, par une frontiére radiative appropriée, ou par des éléments infinis. Dans
les modeles développés, le comportement du fluide est décrit par le champ de pressions
hydrodynamiques et les sollicitations considérées sont dues a des accélérations
harmoniques et des accélérations sismiques, exercées directement sur le milieu par un
écran rigide. Dans le cas du sol, la formulation est basée sur le champ des déplacements
et le milieu est considéré comme étant un plan semi—infini, soumis a des chargements de
formes différentes a sa surface libre. A cet effet, des programmes de calculs ont été
élaborés pour les différents modes de traitement de la limite de troncature pour chacun
des deux cas. Les résultats obtenus seront présentés et commentés, accompagnés

d’études comparatives entre les différentes approches.

Ce manuscrit est organisé en cing chapitres, on trouve dans le premier un exposé sur les
frontieres absorbantes, ainsi que leurs mises en équations dans les deux types de milieux
considérés. Le deuxiéme est consacré a la présentation des éléments infinis ainsi, que les
différentes approches qui existent pour leurs constructions. Dans le chapitre trois, on
passe a la modélisation mathématique et a la discrétisation par éléments finis des
milieux fluide et sol. Les chapitres quatre et cinq comportent la partie pratique de notre
travail, les résultats obtenus sont présentés et commentés ainsi que la comparaison
entre les différents modes de traitement des limites de troncatures. Finalement, une

conclusion générale cloture le manuscrit.



Chapitre 1

Frontieres absorbantes

1.1 Introduction

La discrétisation par éléments finis des domaines non bornés induit des difficultés dans
le traitement des conditions aux limites de troncatures et particulierement, lorsqu’il
s'agit du phénoméne de propagation d’ondes [20]. La technique classique pour traiter ce
genre de problemes est de discrétiser une grande partie du domaine, ce qui rend le cotlt
des calculs prohibitifs. En plus, lorsque 'onde heurtant une surface libre ou bien une
surface dont les degrés de liberté sont bloqués, cette derniére sera totalement réfléchie,
ce qui provoque des erreurs de calculs. Dong, il est nécessaire d'introduire d'une maniére
artificielle des frontiéres absorbantes convenables sur la limite de troncature, de facon a
rétablir les conditions a l'infini. Ces frontiéres permettent d’absorber I'énergie des ondes
sortant du domaine d’étude et d’annuler toute réflexion parasite induise par la
troncature du domaine [19]. Néanmoins, le choix de ces frontiéres absorbantes est
délicat, car il dépend des propriétés du milieu et aussi des caractéristiques de la
sollicitation [19, 20].

La premiére écriture de la condition de radiation revient a Sommerfeld en 1949 [10].
Cette condition est présentée sous forme dune limite qui tend vers zéro, quand la
distance entre la source et le point considéré tend vers l'infini. L’expression de cette

condition dans le domaine des temps s’écrit par [5,10,18,32,35] :
n—1\ /'gu 10du
limr_mor( 2 )<_r+__> =0 (1.1)

ou u présente le champ de variables, ¢ la vitesse de propagation d’'ondes dans le milieu, r
la distance entre la source et le point considéré, n =1, 2 ou 3 suivant la dimension du
probléeme qui est 1D, 2D ou 3D. Dans le domaine des fréquences, I'expression (1.1)

devient :
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) (ﬂ) u iw
lim, o1\ 2 —+—u =0 (1.2)
ar
Une autre version des conditions de radiations ressemble beaucoup a celle de
Sommerfeld est développée par Bayliss et ses collaborateurs. Les conditions consistent a
présenter 'onde voyageant vers 'infini par une série infinie. Chaque terme de la série se
réduit a la valeur nulle par un opérateur imposé sur la frontiére de troncature. Les
différents opérateurs qui ont été développés pour chaque type de probléeme sont

présentés dans le tableau suivant [5,35] :

Tableau 1.1 : conditions de radiations pour les différents types de problémes.

Conditions de radiations pour des problémes quelconques
Probleme 1D Probléeme 2D Probléme 3D
Bou=0m- o B,u=0,m- o
Q
= i.i ou N 10u 0
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1 L1 2252 | s []Geae )
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Chapitre 1 Frontieres absorbantes

Dans ce chapitre, nous allons considérer deux types de milieux non bornés de natures
différentes. Le premier est un fluide souvent rencontré dans l'investigation des effets
d’'interaction fluide—structure et le second, est un solide qui présente le sol support des
structures et des ouvrages. Ainsi, nous allons présenter quelques frontiéres radiatives

qui peuvent étre introduites afin de traiter les conditions aux limites de troncature.

1.2 Milieu fluide

Considérons un domaine fluide non borné représenté sur la figure 1.1 suivante, dont une
partie est étendue a l'infini. Au premier temps, le fluide est supposé comme étant
compressible, et puis cette hypothése est relachée et remplacée par un fluide

incompressible.

[
»

v
=

Figure 1.1 : Domaine fluide non borné.

1.2.1 Cas d’'un fluide compressible

L’équation d’onde régissant le comportement des pressions hydrodynamiques dans un
domaine fluide supposé compressible et qui subit des mouvements de petites amplitudes
est donnée par :

1 0%

~ 555 =0 (1.3)

Elle s’exprime dans le domaine des fréquences par :
(1)2

Ap +C—2p =0 (1.4)

Le domaine fluide considéré est supposé retenu d’'un co6té par une structure et s’étend de
Pautre coté a l'infini. Cette situation se présente dans les cas des barrages, des ports

...ete. Il est donc indispensable de tronquer ce domaine a une certaine limite fictive [,
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délimitant deux sous domaines. Le premier est Q définissant le champ proche qui sera
discrétisé par éléments finis et le second, Q. représentant le champ lointain qui sera
remplacé artificiellement par une frontiére radiative imposée sur la limite de troncature

[0

Limite artificiell
imite artificie \ .

» X

Figure 1.2 : Subdivision du Domaine fluide en sous domaines 12 et £, sur une
limite artificielle I,.

Donc, la limite artificielle I, délimite un domaine physiquement non borné. L’effet
dynamique réel dans le milieu fluide est la propagation d’ondes de pressions voyageant
de Q vers Q, et évidemment a l'infini. La supposition d'une frontiére libre ou une
condition de pression nulle imposée sur cette limite, engendre des réflexions d’ondes
indésirables qui perturbent la solution recherchée. Alors, une condition prenant en
compte ces réflexions est indispensable. La solution générale de 'équation (1.3) qui a été

présentée pour la premiére fois par Alembert est [5,20,34] :

p =p1(x —ct) + po(x + ct) (1.5)

I’équation (1.5) présente la superposition de deux ondes, 'une incidente voyageant dans
la direction positive notée p; et 'autre réfléchie voyageant dans la direction négative
notée p,. L'objectif a réaliser est de supprimer la contribution de 'onde réfléchie, c'est-a-

dire a satisfaire les relations suivantes :
po(x+xt)=0 (1.6)

p =p1(x —ct) (1.7)

La dérivation de (1.7) par rapport au temps et par rapport a la normale n nous donne le

systéeme suivant :
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dp .

Frie —cpy (1.8)
dp Op )
oM (1.9)

La substitution de 'équation (1.9) dans (1.8) nous permet d’avoir :

dp 10dp
L= 1.10
on c ot ( )
Cette equation s’écrit dans le domaine des fréquences par :
dp iw
R 1.11
I p (1.11)

L’expression (1.10) est appelée la condition de Sommerfeld, elle est présentée pour la
premiere fois par Zienkiewicz et Newton en 1969 pour les limites de radiation. Elle a une
analogie avec un élément absorbant de coefficient 1/¢, imposé sur la limite de troncature

comme le montre la figure suivante [22,34]:

HH
~H
HH
HH

W22

(@) (b)

Figure 1.3 : Probléme en deux dimensions d’un domaine fluide non borné.
a : Domaine infini ;
b : Domaine fini avec une frontiére absorbante.

Dans le but d’améliorer les modéles d’éléments finis fluides, Sharan [23] a proposé une
condition de radiation qui peut étre introduite sur la frontiere artificielle T,,. Cette
condition est donnée par un parameétre ¢ fonction de la hauteur du domaine fluide H, de

la pulsation d’excitation w et de la vitesse de propagation d’onde c:

ap_ap_

on  ox —p (112)

Dans lequel :
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-5 16 -(2) (113

Si on observe bien 'expression (1.13), on remarque que lorsque le premier terme de la
racine carré est négligé, l'expression (1.12) devient identique a la condition de
Sommerfeld (1.11). Nous allons voir dans la section suivante, que ce terme la qui donne
la particularité a la condition de Sharan pour sa mise en ceuvre méme dans le cas d’'un
fluide supposé incompressible, contrairement a la condition de Sommerfeld qui se réduit

a la valeur nulle.

1.2.2 Cas d’un fluide incompressible

Dans le cas de 'hypothése d'un fluide incompressible, 'expression (1.3) se réduit a

Iéquation de Laplace suivante :
Ap=0 (1.14)
Sur la frontiere artificielle I, la condition de Sommerfeld (1.10) et (1.11) se réduit a :

dp _dp
—=—=0 1.15
on 0x ( )
ce qui veut dire que, la limite de troncature est supposée libre sans condition. Elle doit
étre donc positionnée a une distance assez loin pour obtenir une convergence pour les

modéles d’éléments finis [14]. Par contre, la condition de Sharan d’expression (1.12)

devient :

dp Op m

on  dx _ﬁp (1.16)

Par ailleurs, Damodar Maity [14] a proposé une condition de radiation inspirée de la
solution analytique de Westergaard [29]. La solution générale de I'équation (1.14) qui
satisfait la condition de radiation et les conditions sur le contour du domaine et pour

n’importe quel point du milieu est donnée par [14]:
it —1 n+1 X
p= ZilanZ%e( A"H)cos (An Z) (1.17)
n=1 2 H

Ou ii,, désigne les accélérations d’excitations imposées sur le bord gauche du domaine, et
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_@n-Dr

An 5

(1.18)

La dérivation de 'expression (1.17) par rapport a x, nous donne :

(ee]

o . D™ (2 y
e —ZuanTe H/cos (xln E) (1.19)

n=1

et la division de (1.19) sur (1.17) nous permet d’avoir -

(1.20)

Avec:

Y
H

(= N A ¥ (1.21)
n=l (An)? H

Apreés réarrangement des termes, on aura la condition de radiation de Damodar Maity a
introduire sur la limite de troncature et qui s’exprime par :
op _9p_ _¢

on  dx _ﬁp (1.22)

1.3 Milieu sol

Dans notre cas, le milieu sol est supposé comme étant un solide infini, homogéne a
comportement élastique linéaire sous ’hypothése des petites déformations. Le domaine
solide doit étre tronqué ou des conditions aux limites appropriées sont introduites. Dans
cette section, nous allons présenter deux types de conditions qui peuvent étre utilisées.
Le premier concerne le traitement de la limite de troncature par des forces

d’amortissements, et le second par des forces de raideurs.

1.3.1 Traitement par des forces d’amortissement [13,30]

Afin de déterminer la frontiére radiative a imposer sur la limite de troncature, on
considéere une onde plane se propageant dans la direction x. La somme des forces
agissant sur un cube élémentaire en équilibre (figure 1.4) dans le sens x, nous permet

d’avoir :
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-~ 9%u
P a2

Figure 1.4 : Forces agissant sur un cube élémentaire.

0°u  do, 0 (123)
Potz " ox '
ou p et u sont respectivement la masse volumique et les déplacements. o, représente la

contrainte axiale dans le sens x qui s’exprime par :

— ke, = 1k 2% 1.24
o = ke, = k- (1.24)

En substituant 'expression (1.24) dans (1.23), on aura '’équation aux dérivées partielles

suivante :

0%u ,0%u
—Vp —
dt? dx?

0 (1.25)
ou Vp désigne la célérité des ondes de compression dans le matériau, qui est :

k
Ve = |- (1.26)
p

k représente le module de compressibilité du matériau qui est fonction du module

d’Young E et du coefficient de Poisson v :

B E(1-v)
T (14+v)Q-2v)

(1.27)

La solution de I'équation (1.25) pour une onde harmonique de pulsation w en termes de

déplacements est de la forme suivante [13,30]

u(lx,t) =U [sin (a)t - C;—:) + cos (a)t - al;_:)] (1.28)

10
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La vitesse d’'un point matériel du milieu de propagation est la dérivée du déplacement

par rapport au temps, soit :

u(x,t) =Uw [cos (a)t - a;_—:) — sin (a)t - %:)] (1.29)

La déformation & est la dérivée du déplacement par rapport a la coordonnée x, qui

s’exprime par :

ou(x,t) B _u(x, t)

e(x,t) = % 7

(1.30)

En remplagant I'expression (1.30) dans (1.24) et en tenant compte de (1.26), on aura la

contrainte axiale qui est :
o(x,t) = —pVpu(x,t) (1.31)

La relation (1.31) est la condition a imposer sur la limite de troncature et qui satisfait la
radiation des ondes de compression. Cette condition est identique a une force de
dissipation de constante d’amortissement cp = pVp par unité de surface de la limite de

troncature [13,30].

De la méme maniére on obtient une expression équivalente pour les ondes de
cisaillement se propageant parallelement a la limite de troncature considérée. La

constante d’amortissement dans ce cas est donnée par [13,30]:
Cg = pVS (132)

ou Vs désigne la vitesse de propagation d’'onde de cisaillement qui s’exprime par :
Vs = |— (1.33)

Avec G le module de cisaillement du matériau tel que :

G = _E 1.34
21 +v) (1.34)

La figure suivante montre un probléme d’'un plan semi-infini qui est traité par des

éléments absorbants.

11



Chapitre 1 Frontieres absorbantes

Hr sl

|—EnJ; EFJ—'

— g 5
Limite artificielle HI_HE EF«}'
i i

]_|

@ ) TR

Figure 1.5 : Probléme d’un plan semi infini.

(a) : Plan semi infini ;
(b) : Plan fini avec des éléments absorbants.

1.3.2 Traitement par des forces de raideur [7]

Jusqu’a présent, nous avons vu que les relations développées pour traiter la limite de
troncature consiste en forces d’amortissement par unité de cette frontiére. Par ailleurs, il
est possible d’améliorer ces conditions en introduisant des ressorts en conjonction avec
ces amortisseurs a la limite de troncature. Les caractéristiques de ces ressorts dépondent
essentiellement des propriétés mécaniques du matériau et de la géométrie du domaine.
Afin de déterminer ces caractéristiques pour un espace semi—infini, il est nécessaire de
considérer un domaine fini, de géométrie bien définie. Dans cette section, nous allons
considérer trois espaces de géométries différentes, a savoir l'espace hémisphérique,

cylindrique et parallélépipédique rectangulaire.
1.3.2.1 Domaine hémisphérique
Considérons un espace hémisphérique rapporté a un systéme de coordonnées

sphériques :

x = rcos(p)cos(6)
=rcos(p)sin(@) ; re€[0,R]; 0€[0,2n]; ¢ €[0,m] (1.35)
z = rsin(p)

<

Les contraintes analytiques dans un milieu semi—infini en coordonnées sphériques sont

données en fonction des déplacements par :
Orr (T, 0, QO) = —kyru, (T' 9, 90)

Org (T', 9' (P) = _kre Ug (T', 91 <P) (136)
Orp (1,0,0) = —kyyuy, (1,6, 0)

12
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ou Kk, kg et k., représentent les constantes de raideur par unité de surface. D’apres le

systeme (1.36) :

0.

(krr = _uL:
0.

lhyy =—22 (1.37)
uT
Or

k,, = —

LY Uy

Pour déterminer la constante k,,, on considére la solution analytique de Cerruti (1882)
d’'une force concentrée P, appliquée a lorigine dans le sens x. La contrainte o, et le

déplacement u, provoqués par cette force sont donnés par :

(1-2v)
1+L()

2(1 —v) — ﬁl cos(¢p)cos(0)

l cos(¢p)cos(0)
(1.38)

%= 2nGr

ou G et v sont respectivement le module de cisaillement et le coefficient de Poisson du

matériau. En tenant compte de (1.37), le systéeme (1.38) nous permet d’avoir :

2 —
260+ | 1T S sin()
e T 14+ 2(1 —v)sin(p)

(1.39)

On remarque dans l'expression de k,. que 'angle ¢ intervient, or dans la pratique il est
préférable de trouver une constante qui ne dépend que des propriétés mécaniques du
milieu et du rayon r. Pour cela, on cherche les contraintes et les déplacements
équivalents pour un rayon r et de Pangle ¢ qui varie de 0 a m. En se servant de 'axe de

symétrie, les contraintes et les déplacements équivalents sont donnés par [7] :

0 (mr)® (1.40)

—v) — (1 —2v)In2]cos(6)

( s
! Gpp = Efzarr dep = — 25 [(2=v) = (1= 2v)In2]cos(B)
T Jo

Ce qui donne la constante équivalente k,, par :

E 26| 2—-v)— (1 —2v)In2

T 20 -v) = (1 - 2v)In2 (1.41)

13
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Et qui peut étre approximée par :

_ 2G (13 + 4v
rr=_< )

IEy (1.42)

La relation (1.42) est la constante de raideur dans la direction radiale, elle dépend
uniquement des propriétés mécaniques du matériau et du rayon r. Pour définir la valeur

de cette constante a la limite de troncature, il suffit juste de poser r = R.

Dans le cas ou la constante k,, est déduite de la solution analytique de Boussinesq pour
une charge concentrée appliquée a l'origine, perpendiculairement a la surface libre, son

expression est de la forme :

26| @-w-7a-2v)
K, = — 2 (1.43)
r 2(1—1/)—1(1—21/)

De la méme maniére, on cherche a déterminer la constante k,q. La contrainte g,4 et le

déplacement uy donnés par Cerruti sont :

( Px (1 —2v)cos?(p)| .
| o sin(0)
4 (1+ sm(<p)) (1.44)
1 —
L U = g [1 1 in( )l sin(6)
Ce qui donne :
G [2(1 = 2v)(1 = sin(e)) :
o ?I 2(1 —v) + sin(ep) (1.45)

qui est fonction de T'angle ¢. Pour éliminer cette dépendance, la contrainte et le

déplacement équivalents sont donnés par :

( 7 P,
0,9 = ;j;) (%7} d(p = m [0546(1 - 21/)]
o (1.46)
2 (2 P,
lug njo ugdep 4nGr[ + 0.637( v)]

et la constante de raideur approximée est :

14
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7 _36(1—21}) 147

Afin de déterminer la constante k,,, nous allons considérer la solution analytique de

Boussinesq (1885) pour une charge concentrée P, appliquée a l'origine dans le sens z. La

contrainte o, et le déplacement u, dans ce cas sont donnés par :

( B, [(1 —2v)sin(p)cos(p)
e = T onre 1 + sin(e) L8
_ B |B—=4v)sin(p) +2(1 —v) o) (1.48)
ku(p  4nGr 1+ sin(ep) cosie
et la constante k., par:
2G (1 —2v sin(¢e)
oy =25 (122 (149
- 3—4v .
T - (3=4) (- sin))
De la méme maniére, on trouve la contrainte et le déplacement équivalents :
( 2 (2 P,
o = ;fo Orpdp = — )2 1-2v)(1—-1In2)
n (1.50)
_ 2 (2 P,
lu(p = ;Jo u,dp = m[(B —4v) — (1 —2v)In2]
ce qui donne la constante équivalente par :
_ 2G 1—-2v)(1—-In2
ky, =— ( ) ) (1.51)
r |(3—4v)— (1 -2v)In2
qui peut étre approximée par :
= 4G ( 1-—-2v ) 152
T \15-17v (1.52)

Pour trouver les expressions des constantes de raideur k., k. et k., a introduire sur la
frontiere de troncature d'un espace hémisphérique de rayon R, il suffit juste de poser

r = R. Ces expressions sont données par :

_26(13+4v>_k _36(1—21/)'k _4G<1—2v> 153
mT R\U3—6v)’ " T R\9o—7y)’ " T R \15—17v (1.53)

15
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1.3.2.2 Domaine cylindrique

Dans cette section, nous allons déterminer les forces de raideur a introduire sur la limite
de troncature d'un espace semi-infini, qui est considéré comme étant un espace fini a
géométrie cylindrique, de profondeur z=h et du rayon r =a. Les coordonnées

cylindriques sont définies par :

x =rcos(0)
{y = rsin(0) ;T€[OR]; z€[0,h] ; 6 €]0,2n] (1.54)
z=2z

Les solutions analytiques de Cerruti en coordonnées cylindriques pour une charge
ponctuelle P, appliquée a l'origine dans le sens x d'un espace semi—infini sont données

pour les déplacements par [7] :

(R T PO RSP (L r 0)
4” ~anGR| " R? V\R+z ®R+22)|” .
., _ P 1+(1_2V)R m(0) (153)
\"¢ = " anGR R+z |°"
et pour les contraintes par :
(P [3r* (1-20)R*|r ©)
o = T omRZ|RT T TR+2? |[RT”
P, [(1-2v)
= RZsi
190 = gz [R5 22| 7R SO (1.56)

" 2nRz\ R3
KO'Zg =0

P, 3r2z
Oy = a < )cos(e)

Les solutions analytiques de Boussinesq pour une charge concentrée P, appliquée a

Porigine dans le sens z sont données par :

( P, [z2 2(1-v)
u, = —
47tG |R3 R
3P, rz?
{ o _ 2 1.57
o = T m RS (57
3P, 23
\%2z = "0 RS

Avec G le module du cisaillement, v coefficient de Poisson et R = Vr? + z2. Dans notre

cas, les frontiéres en question sont la surface transversale sur laquelle z = h et la surface

16
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latérale ou r = a. Par commodité, nous allons traiter ces frontiéres séparément.

e Frontiére transversale

Les contraintes agissant sur la base du cylindre (z = h) sont données par :

0, (r,0,h) = =k, u,.(r,0,h)
0y (1,0,h) = —k,oug(r,0,h)
0,,(r,0,h) = —k,,u,(r,0,h)

Les constantes de raideur par unité de surface résultantes dans ce cas sont :

A Taide des solutions de Cerruti (1.55), (1.56) et Boussinesq (1.57), on obtient :

Avecz=hetR =

( k _ Oy
zr

Uy

020

4 kz@ = -
Ug

k _ %

\ "2z u,

( r2h

p G °®s
o — R r2 R r2
1+ﬁ+(1‘2")(R+h‘(R+h)2)
<kzg:O
h4

e G 6 ()

ZZ_h hZ

\ (E) +2(1—v)
VRET .

(1.58)

(1.59)

(1.60)

Afin d’obtenir des constantes de raideur indépendamment de la variable r sur la base du

cylindre, il est préférable d’écrire k,,., k,y et k,, sous les formes équivalentes :

k

el

zr

Y4

¢ly Gerd _G,
hf _d‘r h zr
cly GzeGdr _G,
hf ug—dr e

Gf UzzGd G
hfu h ZZ

(1.61)

17
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Maintenant, le probleme revient a chercher les expressions des parameétres S,., B, et

Bz, qui sont données a I'aide des solutions analytiques (1.55), (1.56) et (1.57) par:

( 6 J, r*hR™>dr
Por = 2 R r? r
a r
Js [1 te - ZV)<R +h (R +h)2)]mdr
!B =0 (1.62)
6h* [*rR™5dr

ﬁzz = n 2 - -

\ fO l(ﬁ) +2(1 - V)l Ed?"

e Frontiére latérale

Sur la frontiére latérale (r=a, 0<z<h, 0<6 <2m), les conditions aux limites
sont données par :

o.(a,0,z) = -k, u.(a,b,z)
09(a,0,z) = —kouy(a,o,z)

(1.63)
0,,(a,0,2z) = -k, ,u,(a,b,z)
d’ou il vient :
(ke ==
{kro = —% (1.64)
0.
e, = -2

En remplacant les contraintes et les déplacements par leurs expressions, on obtient :

rk % %2_(1—21/)%]%
S 1*%22+(1‘2”)<R§z‘(zefz)2)
ks = 2(1 - 2v)Ga -
(R + 2)? [1+—(1R‘ f‘QR (1.65)
e O
\ c e [(%)2 +2(1 —v)]

avec r = a et R =Vz? + a?. Sur cette frontiére, il est préférable d’obtenir des constantes

18
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de raideur indépendamment de la variable z. Pour cela, on écrit :

h a
= Gf() Orr Edz G

o= _aW=E rr
h a
_ Glyoogdz ¢
{hg=——2 0 =g, (1.66)
a [, updz @

h a
= Gf() O-rZEdZ G

\ z = T, foh w,dz — gl
D’ou il vient :
( h 3a2 R2 a®
v f P+ +(1- 2)( R ﬂdz
R? VI\R+z~ (R-i-z)2
2
201 = 2v) [ ey dz
R(R + z%)?
3o = (R+2) (167)

R(1 —2v)]dz
f[1+ R7 R

6612 0 ﬁ dz

ﬁTZ =
0@ rea-w)|%

1.3.2.3 Domaine parallélépipédique rectangulaire

Considérons un domaine a géométrie parallélépipédique rectangulaire, de dimension
2a, X 2a, X a,, dans lequel x € [—ay,a,], y€ [—ay,ay] et z€[0,a,]. Les contraintes

agissant sur les plans x = a,, y= a, et z= a, sont données respectivement par :

Ox = —Kyx Uy Oyx = _k}’xux O = —k Uy
Ory = —Kylly 5 0y = —kyyuy ;5 0, = —kyu, (1.68)
Oyxz; = _kxzuz 0y, = _kyzuz Ozz = _kzzuz
D’ou, il vient :
fk Oyx (k _ O-yx fk _ Oyx
xx — T yx — zx —
Uy Uy Uy
Oxy Oyy Ozy
k.. =—— . k,, =——— . k,, =—— 1.69
g Hxy u, g %yy u, zy u, (1.69)
o, Oyy o
kxz:_ 4 kyz:_i kzz:_ﬂ
\ u, \ u, \ u,
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ou sous forme indicielle suivante :

ki =—-—L (1.70)

i désigne ici I'indice du plan et j la direction considérée. Les constantes équivalentes a

définir sur chaque plan s’obtiennent par :

_ fp. 0ij ar
ki = -t (1.71)
fr- wdr
AvecT; le plan considéré, tel que :
X = ay X € [—ax,ax] X € [_axﬂax]
L,={v€l-a,a] ; ,={y=aq ; I ={ye[-a,a,] (1.72)
z € [0,a,] z€[0,a,] zZ=a,

Avant de calculer les constantes de raideur a introduire sur chaque plan, on doit d’abord
déterminer les contraintes agissant dans chaque sens. Au premier lieu, nous allons
chercher les contraintes qui contribuent dans les sens x et y. Pour cela, on considere les
solutions analytiques de Cerruti pour une charge concentrée P,, appliquée a lorigine
dans le sens x d'un espace semi-infini. Ces solutions sont données en coordonnées

cartésiennes par :

( Px [3x* (1-2v)( , , 2Ry’
Oxx = — - x“+z°—=
2nR3| R? (R + 2)2 R+z
Py [3x* (1-2v) 2Rx?
3 == — 2 2 __ 1.73
Iy 27tR3[R2 ®R+22\" T TRyz (173)
P.z 3x?
% = = s RE
pour les contraintes, et pour les déplacements par :
_ P, 1+x2+(1_2v) R x? 174
YT anre | TRZT R+ 2) R+z (1.74)

Avec G et v sont respectivement le module de cisaillement et le coefficient de Poisson du
sol, et R = \/x? +y% + z%2 désigne la distance entre l'origine et le point considéré. D’aprés
la relation (1.71) et en tenant toujours compte de (1.73) et (1.74), les constantes de

raideur équivalentes dans le sens x qui correspondent aux plans x = a,, y = a, et z=q,
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sont données par :

a a,
(]_( _ _f_gy fo axdedy _ iﬁ
xx a a, xx
f_gy Jo uxdzdy  Ax

a, ray,
_ f_a o Opedzdx g

<k, = ——= = — 1.75
- f_a;‘x foaz u,dzdx @, By (1.75)
R e e ;
\ e f_ag f_a; u, dxdy Ca,
y x
avec maintenant :
( ay az[ a_xz_(1—2v)< 2 2_2R3’2)] -3
; —2a2f 7713 —(R+Z)2 a,’ +z° — g )| R dzdy
xx = X

R [1 + (%) ((1R —+22v)) (r- R+Z)] R-dzdy
) 2——5;;252 (0 + - 25 e
f_a; faz [1+ + (1R_+ZZV)) (R R +Z>]R ldzdx

f“y /5 [3 ]R 3dxdy
B = 20, = 21/)
\ Lol [”( ) +(R+az)(R R+az)]R tdxdy

Pour obtenir les constantes de raideur dans le sens y, on suit les mémes étapes que

9 ﬁyx = 2ay

(1.76)

précédemment, mais pour une charge concentrée P, appliquée dans la direction y,
d’ou on obtient :

( fay faz [3 (R+ZZ1)/2 (a + 72 — 12?R_31 )]R‘3dzdy
15 [1+ y +((1R_+ZZ")) <R— - +Z>]R Ldzdy

a, ra a,\?  (1-2v) 2Rx
x z 7y 2 2 -3
f_axfo [S(R) (R+z)2< ay’ +z R+z)]R dzdx

xyzzx

18,, = Zayz (1.77)
ay Qg _y (1 - ZV) ( )] -1
f—ax fo [1 + R + (R+2) R= R + z)| R dzdx
: f_“zy 1= s () ] raxay
ﬁzy = 2a,
Ay a, (1 — ZV) y2 -1
L f—ax Jo [1 + F + (R+a,) <R "R+ az)] R~ dxdy

Maintenant, nous allons chercher les constantes de raideur correspondant a la direction
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z. Dans ce cas, on considere les solutions analytiques de Boussinesq obtenues pour un
espace semi—infini, soumis a une charge concentrée P,, appliquée a l'origine dans le sens

z. Les contraintes en coordonnées cartésiennes sont données par :

( 3P,xz>
Oxz = T 5 p5
2nR
3P,yz?
4 Oy = — SRS (1.78)
_ 3R7°
%22 = T RS
et les déplacements par :
72
2(1 - 1.7
4, = o |7 + 2 v)] (1.79)

La substitution de (1.78) et (1.79) dans (1.71), nous donne les constantes équivalentes

dans le sens z, qui correspondent aux plans x = a,, y = a, et z=a, :

Oaz o dzdy ¢

xz — xz

u,dzdy B a_x

150
BN
le _fj;x anz 0y, dzdx _ iﬁ (180)
v [ [*u,dzdx ay *°
_ /
[

_a;‘x o, dxdy

zZZ

{4
kzz = - ay =
\ f_ay . Wdxdy O

( a a, (Z 2 _
B, = 6a,> L4, d (7) Rdedy
xz — 00y )
f_ag foaz (5) +2(1—v)] R ldzdy
Yy
Ax Az (£ -3
ls —6ar I f ( ) dzdx
vz Y Ay a, VA -1
[ (—) +2(1 - v)|R-1dzdx
B, = 6a,* I (_) “dxdy
zZZ = aZ

\ 15k (?) +2(1- v)] R~'dxdy

(1.81)

Comme toutes les constantes de raideur sont définies, il nous reste qu’a rassembler les

expressions correspondant a chaque plan, donc :
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(— G
Kyx = a_x.Bxx
— G
$kxy == By (1.82)
ax
— G
kaz = a_xﬁxz
pour le plan x = a,, et :
(- G
-8
yx ay yx
— G
1Ry =—Byy (1.83)
Ay
— G
kaz = aﬁyz
pour le plan y = a, , et finalement
(— G
e = o B
— G
1 Kkzy = — B2y (1.84)
aZ
— G
kaZ aZ ﬁZZ

pour le plan z = a,. Les f;; sont données par les expressions (1.76), (1.77) et (1.81). Les
constantes de raideur concernant les plans x = —a, et y = —a, sont respectivement les

mémes que celles des plans x = a, et y = a,, mais avec un signe opposé.

Il est a noter que les forces de raideur qu’on a vu, ont été développées dans le but
d’améliorer les conditions aux limites de troncatures, et leur mise en ceuvre doit étre

effectuée en conjonction avec les forces d’amortissement.

1.4 Conclusion

Dans le cas d’un fluide supposé incompressible, la condition de Sommerfeld se réduit a la
valeur nulle, ce qui conduit a une limite de troncature supposée libre sans conditions,
contrairement a la condition de Sharan qui tient toujours compte des effets radiatifs.
Dans le cas du sol, les effets radiatifs peuvent étre considérés par des forces
d’amortissement, et il est possible d’améliorer ces conditions en introduisant des forces

de raideur.
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Chapitre 2

Eléments infinis

2.1 Introduction

Parmi les méthodes numériques les plus répandues aujourd’hui pour résoudre les
problémes de l'ingénierie, on trouve la méthode des éléments finis qui présente une
grande flexibilité et permet en outre la prise en compte de la complexité géométrique et
de la variation des propriétés du phénomene a étudier. Le succes de cette méthode, et la
nécessité de traiter des domaines non bornés, ont conduits au développement de
nouveaux éléments a base des éléments finis appelés “éléments infinis“ [12,15,28]. En
effet, le traitement des conditions aux limites de troncature par des éléments infinis
permet d’'une part, de modéliser économiquement des domaines non bornés et d’autre
part, d’éviter I'insertion d'une condition radiative ou d’éléments absorbants au niveau de

cette limite.

Les premiers éléments infinis apparus ont été produits par Ungless et Anderson en
1973, et sont appelés “éléments finis infinis“ [5,22]. Ce travail fut 'objet d'une thése qui
n’a été publiée qu'en 1977. Ainsi, le premier travail publié sur les éléments infinis est
l'article de Zienkiewicz et Bettess, paru en 1975 [5]. L'idée introduite dans I’élément
d’Ungless et Anderson était l'utilisation d’'une fonction de forme, qui varie comme
1/(1 4+ r) dans la direction radiale r. Ceci est suffisamment simple pour manier la plus
part des opérations analytiquement. L’élément était tridimensionnel a base triangulaire,
définie dans le plan local xy et s’étend a partir de cette base a I'infini dans la direction z.
Les matrices élémentaires étaient calculées en utilisant I'intégration analytique dans le
plan xy et 'intégration numérique par la regle des trapezes dans la direction z apres une

transformation géométrique.

Une autre origine de la formulation des éléments infinis, totalement différente est
décrite par Bettess. Le domaine de 'élément est étendu a I'infini en utilisant n’importe

quel élément fini comme base. Les fonctions de forme sont ensuite multipliées par des
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Chapitre 2 Fléments infinis

fonctions de décroissance appropriées au probleme traité. Une décroissance de type
exponentielle a été d’abord utilisée et les matrices élémentaires obtenues comprenaient

T

des termes d’intégrales de polynémes multipliés par e et simplement évaluées

analytiquement.

Ces deux origines de formulation des éléments infinis ont constitué les deux lignes
principales du développement de nouveaux types d’éléments. Ce qui a conduit a la
classification des éléments infinis en deux approches [1,5,9,12,22,26,27] : T'approche
directe par fonctions de forme décroissantes et 'approche inverse (indirecte) par des

fonctions de transformations géométriques.

L’objectif visé dans ce chapitre est de présenter la théorie des éléments infinis
concernant les deux approches, et de montrer la facilité de les introduire dans un

programme de calcul en éléments finis par quelques simples modifications.

2.2 Approche directe

Dans l'approche directe, la technique pour établir un élément infini a base d’'un élément
fini, est l'extension du domaine de définition des coordonnées naturelles et des
coordonnées de référence en dehors de I'élément fini jusqu’a l'infini dans la direction
considérée. La figure 2.1 ci—aprés montre un exemple d’élément infini obtenu a partir

d’élément fini quadrilatéral linéaire.

y n
A
(x1,¥2) (x2,¥2)

O

»
»

(-1,+1) | (+1,+1D

G, 1) (x2,¥1) > ——

(-1,-1)  (+1,-1)
(@) (b)

Figure 2.1 : Approche directe - élément infini dans la direction horizontale.

(a) élément réel.
(b) élément de référence.

Avec cette définition d’élément infini, les mémes fonctions de transformations
géométriques sont gardées comme dans le cas d’élément fini. Le seul changement est

dans l'utilisation des fonctions de décroissance en conjonction avec les fonctions de forme
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ordinaires de I'élément pour construire les fonctions de forme infinies, ainsi que le

domaine d’intégration qui s’allonge a I'infini dans la direction considérée.

Chaque fonction d’interpolation V; associée au nceud i d'un élément infini, s’obtient par la
multiplication de la fonction de forme N; de I'’élément fini de base, par une fonction f;
décroissante d’'une fagon asymptotique vers zéro a l'infini. Les nouvelles fonctions

d’interpolations V; s’écrivent :

Chacune des fonctions de décroissance choisies f; doit étre égale a I'unité au nceud i
auquel elle est liée, aucune autre condition n’est imposée sur les valeurs qu’elle doit

prendre aux autres nceuds.

La somme des fonctions de forme infinies V; devient différente de 'unité. En effet, il peut
étre montrer par un simple calcul que la somme est un polynéme en &, ou en 1 selon la
direction considérée infinie, d’ordre au moins égal a celui de 'élément. Les expressions

correspondantes a chaque type d’élément sont données par les relations suivantes [22]

Vi =Ni1f V, = Nafy ¢
Elément linéaire : 0 S —>
-1 +1
1 1
XV =5(f2_f1)f+§(f2+f1) (2.2)
Bl dratique - Vi =Nifq Vo =Nofy V3 =N3fs ¢
ement quadratique - o - - -
-1 0 +1
1 1
XV =§(f1—2f2 +f3)52+5(f3—f1)5+f2 (2.3)

Ces expressions permettent de suggérer le type de fonctions de décroissance a utiliser
pour que les polynémes correspondant tendent vers zéro quand ¢ tend vers l'infini. Elles

sont valides aussi pour le cas de deux dimensions avec une seule direction infinie.

Quelque soit I'ordre de I'élément, lorsque ¢ prend la valeur au nceud i (¢ = ¢;), la somme
se réduit a la seule fonction f; définie en ce méme nceud et donc a I'unité, puisque par

définition f;(¢;) = 1; alors:
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LViE=8)=fiE=3%) =1 (2.4)

Si les fonctions f; sont correctement définies, lorsque ¢ augmente de +1 a l'infini, la
somme décroit d'une maniére asymptotique vers zéro. Ce type de variation permet de
représenter a la fois les valeurs de champ constant, a I'intérieur du domaine fini, et les
valeurs nulles, par 'hypothése, a I'infini. Des parameétres sont souvent introduits afin de

controdler la décroissance.

2.2.1 Choix des fonctions de décroissance

Il est presque inévitable de s’en passer du théoréeme de Green aussi bien dans la
formulation variationnelle que dans l'utilisation des résidus pondérés pour traiter un
probléme donné, ce qui pose des restrictions sur le choix des fonctions de forme pour une
analyse par la méthode des éléments finis [5,22]. De plus, si le domaine d’intégration est
non borné, d’autres contraintes supplémentaires doivent étre respectées par les fonctions
de forme complétes a construire pour un élément infini. Toutefois, 1l est possible de
synthétiser plusieurs fonctions décroissantes; deux types sont considérés dans cette

section.

2.2.1.1 Fonctions de décroissance du type exponentielle

* posseéde lavantage de dominer le

La fonction de décroissance exponentielle e~
comportement de n’importe quel polynome quand x devient grand; ce qui assure la
convergence des fonctions de forme complétes vers zéro a 'infini. Plus précisément, pour

chaque nceud i dans I'élément de référence, ces fonctions ont pour expression :

(fi=9)
L

fiEn) =e (2.5)

L’expression (2.5) correspond a une décroissance seulement dans la direction ¢£.
L’introduction de ¢; assure que les fonctions de forme complétes gardent la valeur unité
aux nceuds (F; = 1). Pour une décroissance dans les deux directions ¢ et n, I'expression de

f; devient :

Ei=§+ni—n)
fiEGm=e 1 (2.6)

Le parameétre L est une longueur déterminant la sévérité de décroissance. Il est possible
de le fixer a l'unité et de controler la sévérité par la distance entre les nceuds de
Iélément réel, dans le maillage du probleme physique a étudier. La plus part des auteurs

préferent varier L. Dans le cas ou la tendance de la solution théorique du probléme posé

27



Chapitre 2 Fléments infinis

est connue a priori en champ lointain, la valeur du parameétre L pourrait étre estimée,

mais généralement il est déterminé par une étude paramétrique.

Enfin, les expressions des fonctions de forme complétes d'un élément infini dans la

direction ¢ peuvent étre écrites :

(fi=d)
Vi§,n) = Ni(§ne L (2.7)
et leurs dérivées :
oV, (¢, dN; N;1 &=9 av; (¢, N, &=9
(&) _ . _] e I ﬂ = “te (2.8)
a¢& 0¢ L on on

2.2.1.2 Fonctions de décroissance du type puissance

Dans le cas de problemes présentant un comportement du type [/r, ou [ est une longueur
constante spécifique au probléme et r est un rayon assez grand pour étre infini, il est
naturel de chercher un élément infini dont le comportement est essentiellement dominé
par la méme forme de comportement. Ceci peut étre réalisé par l'utilisation des fonctions
décroissantes du type puissance, qui assurent une tendance en 1/r quand ¢ tend vers
I'infini. Pour une décroissance seulement dans la direction &, ces fonctions ont pour

expression :

fi§&,n) =

§i — fo]n (2.9)

§— %o

Avec &, est un point origine quelconque appelé pdle. Ce point doit étre en dehors de
Iélément ; dans la face opposée a celle s’étendant a I'infini. Si la décroissance est dans la
direction positive de &, alors &, doit étre inférieur a —1, sinon il doit étre supérieur a 1

pour éviter des singularités a I'intérieur de 1'’élément [5,22].

Le parametre de sévérité n, controlant la décroissance en puissance, doit étre supérieur
au plus grand ordre des polynémes en &, intervenant dans les fonctions de forme
standard N. Ceci permet d’assurer quand ¢ augmente, les fonctions de forme complétes V;
tendent vers 1/¢, qui est le comportement attendu du probléme posé. Il n’existe aucune
régle a suivre pour déterminer n, encore, seule 'expérimentation permet de porter un
jugement. Cependant, il est clair que si n est trop petit, alors d’'une part, les conditions
d’application de I'identité de Green pourraient étre violées, et d’autre part les fonctions
de forme complétes V; deviennent ascendantes. S’il est trop grand, d’importantes

propriétés physiques du probléme peuvent étre mal représentées et méme omises [5].
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La décroissance peut étre généralisée pour les deux directions :

fil€&,n) =

& — fo]" [m - no]m (2.10)

§—%ol Ln—my

Les parameétres n et m ne sont pas nécessairement des entiers et peuvent étre égaux, ce

qui est généralement supposé pour simplifier I'’étude paramétrique [22].

Les expressions des fonctions de forme compléetes pour un élément infini dans la

direction ¢ sont :

e [l
itEm = Nem [ = 2.11)

Et leurs dérivées :

avi(&,m) [azvi nN; ] & — fo]n ; avi(§&,m) _ ON; [§ — fo]n (2.12)

0c  laz  e-glle-¢g am  an le-&

2.2.2 Intégration des fonctions de forme d’éléments infinis [5]

Il est possible dintégrer analytiquement les matrices élémentaires, pouvant étre
obtenues pour les éléments infinis. Ceci a été fait par quelques auteurs lors du
développement des premiers éléments infinis. Cependant, la méthode d’intégration
numérique est aussi disponible pour l'intervalle [0,[ et elle est d’application aussi
simple que celle utilisée pour les éléments finis. Ainsi, l'intégration numérique est

préférée pour sa généralité par rapport a I'intégration analytique.

2.2.2.1 Intégration numérique des formes de décroissance exponentielles

La formule standard d’intégration numérique de Gauss-Laguerre permet d’évaluer les

intégrales de la forme :
I = J p(x)e *dx (2.13)
0

L’intégration numérique est exacte si la fonction p(x) est un polynéme et un nombre
approprié des points d'intégration est utilisé. Il est clair que cette formule d’intégration
convient parfaitement a la décroissance du type exponentiel. Les termes d’intégrales

intervenant dans les fonctions de forme complétes ou leurs dérivées sont de la forme
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sulvante :

I= foop(f)e%f de (2.14)
-1

Maintenant, le domaine d’intégration s’étale de —1 a I'infini et p est un polynéme en &
correspondant aux fonctions de forme ou leurs dérivées. Les matrices élémentaires a
évaluer font intervenir des multiplications de ces termes, et les intégrales finales

prennent la forme :
® -2
I=.[ q(&)e T d& (2.15)
-1

q(&) est un autre polynome résultant des produits intervenant dans les expressions des
matrices élémentaires. La formule d’intégration de Gauss-Laguerre peut étre adaptée
pour évaluer ce genre d’intégrale par un simple changement de variable. Une nouvelle

variable s peut étre définie de telle sorte que quand § = —1, s = 0 et quand § = o0, s = o0,

_2 . —L
s=7(E+1D) 5 §=5s5-1 (2.16)

Et pour les dérivées :

2 L
ds=-df ; df=ds (2.17)

Ainsi, l'intégrale (2.15) devient :

® -2 ® (L L 2 L 2%

f q(&e T d¢ = .f q (—s - 1)—eLe_Sds = —eL.f p(s)e %ds (2.18)
-1 0 2 2 2 0

Pour utiliser 'intégration de Gausse-Laguerre, les abscisses et poids (s, w,) doivent étre

modifiés de la fagon suivante :

_L 1 ; — ok % 2.19
&= > s ;oW =wos e (2.19)
Ainsi, ¢ et w sont les nouvelles valeurs des abscisses et des poids a remplacer dans la

somme, permettant de calculer les matrices élémentaires. Si la décroissance est dans la

direction négative, les expressions correspondantes deviennent :
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! 2¢ ” L \L 2 L2
J q(&el dé =f q(l——s)—eLe‘sds =—eLf p(s)e Sds (2.20)
—oo 0 22 27,

avec un changement de variable :

—21 ; =1 L 2.21
s=71-9 ; §=1-3s (2.21)

Des tableaux d’abscisses et poids pour les différents ordre d’intégration sont donnés en

annexe A.

2.2.2.2 Intégration numérique des formes de décroissance en puissance

Il est possible d’utiliser 'intégration numérique de Gausse-Laguerre pour des fonctions
de décroissance en puissance qui ne contiennent pas un terme exponentiel, simplement

en les multipliant par e ™ :

fmf(x)e"‘ dx = fm[f(x)ex]e‘x dx (2.22)
0 0

cela peut fonctionner seulement dans le cas ou la fonction se comporte raisonnablement

bien quand x tend vers 'infini.

Cependant, une autre possibilité d’intégration peut étre admise. La technique consiste a
transformer le domaine d’intégration infini en un domaine fini, puis utiliser 'intégration
numérique de Gauss-Legendre qui est applicable dans le domaine [—1,+1]. Pour les
éléments infinis construits a base d’éléments de référence finis, le domaine d’intégration
est [—1,4+oo[ ou bien |—oo,+1] selon la direction de décroissance considérée. Une telle

transformation peut étre réalisée par le changement de variables suivant :

2 gg=—t g 2.23
1-s ' S(_(1—5)2 S (2.23)

pour une décroissance dans la direction positive, et

2s 2
§ = ; d§ = mds (2.24)

1+s

pour une décroissance dans la direction négative.

Avec ce changement de variables, 'intégration numérique de Gauss-Legendre peut étre
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effectuée pour évaluer les expressions des matrices élémentaires d'un élément infini.

Pour une décroissance dans la direction positive, la forme correspondante est :

too +1
L FE)di = f_l f(12—ss> a —Zs)zds (2:25)

Pour une décroissance dans la direction négative :

1+s

| :f(f) a = [ jlf( ) s 226

Dans ce cas aussi, les abscisses et les poids (s,wy) tabulés pour l'intégration par la

méthode de Gauss-Legendre doivent étre modifiés. Pour une direction infinie positive :

2s 2 5 97
§ 1-s '’ v 0(1—5)2 (2:27)
Pour une direction infinie négative :
2s 2 598
d 1+s '’ W WO(1+S)2 (2.28)

2.3 Approche inverse

Contrairement a l'approche directe, dans cette approche le domaine de définition de
Iélément de référence, ainsi que les fonctions d’interpolation sont gardés et retenus
comme définis pour un élément fini standard. Cependant, les fonctions de
transformation géométrique sont construites ascendantes avec une singularité aux
noeuds limites de I'élément de référence, de telle sorte a projeter les nceuds physique de

Iélément naturel correspondant a I'infini.

Afin de réaliser une telle transformation géométrique, il convient d’abord de considérer
la projection sur le domaine de référence [—1,+1] d’'un élément infini unidimensionnel
défini par deux neceuds. Les fonctions de transformations géométriques pour les éléments
de plus haut ordre et les éléments bi-et tridimensionnels sont élaborées sur la base de
cette projection. Deux transformations sont considérées dans cette section, la premiére

est celle proposée par Zienkiewicz [5] et la seconde par Abdel-Fattah [1].
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2.3.1 Transformation de Zienkiewicz

L’idée de base introduite dans la transformation de Zienkiewicz, est de considérer un
élément linéique représenté sur la figure 2.2, s’étendant du point x; a travers x; en x3
qui se trouve a l'infini avec l'utilisation d’une transformation convenable qui peut

s’écrire sous :

—$ §
x=1_€x0+(1+1_§)x2 (2.29)
L’expression (2.29) permet d’avoir :
X = 00 pour ¢ =+1
X=X pour &=0

: (2.30)
xzi(x0+x2)=x1 pour ¢&=-1

Le point x; est I'abscisse du milieu entre x, et x,, ce qui implique que la moitié interne
de I'élément infini est de méme étendu que celle du domaine fini, a partir du point x, qui

est le pole du probléme.

e r N
}: a :}: a :}
O-------mmm— - O -
1 2 3
O O o]
F=—-1 £=0 £=+1

Figure 2.2 : Transformation de Zienkiewicz d’un élément infini unidimensionnel.

Cette transformation peut aussi s’écrire directement en fonction des seules coordonnées

de I'élément infini en éliminant x, de I’équation (2.29) :
x = My(§) x1 + M (§) x; (2.31)

avec -

—_
+
'™

—2
M1(€)=1—_i; ;o My = (2.32)

—_
I
Sy
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Ce qui définit les fonctions de transformation géométrique de 1'élément. Une
caractéristique importante de ces fonctions est qu’elles conduisent a une transformation

indépendante de 'origine du systéme des coordonnées car :
Mi(§) + Mz(§) =1 (2.33)
En effet, un décalage de l'origine de Ax conduit aux nouvelles coordonnées :
x + Ax = (xq + Ax)M; (&) + (xy + Ax)M, () (2.34)
qui peuvent étre écrites -
x + Ax = [M1(E)x; + Mz()xp] + Ax[M1($) + Mo ($)] (2.35)
qui n’est vrai que dans le seul cas ou la propriété (2.33) est vérifiée. Ce qui montre que :

My (§ + A8) + M (S + AS) = My ($) + Ma(8) (2.36)

Une transformation géométrique entre le domaine fini et le domaine infini étant
parfaitement établie. La prochaine étape consiste a voir en quelle forme le polynome

dans le domaine fini ¢ est transformé en domaine infini x.

Soit u un polynoéme typique en éléments finis, représentant I'approximation nodale de la

variable de champs dans le domaine fini é et qui peut se mettre sous la forme suivante :
u:ZNiui :a0+a1€+a2€2+a3€3+"' (237)

Avec a; les combinaisons linéaires des valeurs nodales u;. L’expression de ¢ obtenue a

partir de la transformation (2.29) s’écrit -

X—X Xy — X 2a
T X 24 (2.38)
X — X r r

§

ou r = x — Xy la distance radiale mesurée a partir du péle x;y, qui représente le centre a
partir duquel la perturbation prend naissance. La substitution de (2.38) dans (2.37)

conduit au développement suivant :

B B B
u=ﬁ0+?1+r_;+r_§+... (2.39)

Les B; sont des coefficients déterminés a partir des a; et a. Particulierement, si le
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polynéme requis doit tendre vers zéro a I'infini, alors 8, = 0.

L’expression (2.39) est solution de plusieurs problémes extérieurs et présente 'avantage
de modéliser le comportement du champ lointain, en utilisant directement les polynémes
ordinaires d’éléments finis, avec l'intégration numérique standard de Gauss-Legendre
[5,22]. Le seul changement requis pour modifier un programme d’éléments finis dans le
but d’intégrer des éléments infinis, consiste en un nouveau calcul de la matrice
Jacobienne avec les dérivées des fonctions de transformation M; au lieu de celles des

fonctions de forme N;.

2.3.1.1 Généralisation de la transformation de Zienkiewicz

La généralisation de la transformation de Zienkiewicz au cas déléments
unidimensionnels linéaires ou de plus haut ordre est simple et pratique, et conduit aussi

a la génération des fonctions de transformation de n'importe quel élément.

Considérons les deux premiéres fonctions de forme de 1'élément unidimensionnel

quadratique de la figure (2.2) relatives aux nceuds § = —1 et £ =0 et qui s’écrivent par -
-$(1-%)
M== N =(1+D0-9) (2:40)

La comparaison entre les expressions (2.40) et les fonctions de transformations
géométriques M, et M, de (2.32), permet de remarquer que la seule différence réside
dans le dernier terme qui est inversé. Ce qui montre immédiatement la possibilité de
générer des fonctions de transformation géométrique pour des éléments infinis de

n’importe quel ordre désiré. L'expression générale de ces fonctions s’écrit par [22] :

n—1
1-§T 18—
M; = ; i=1n—-1 (2.40)
Ti-ella -y
]_
j#i

avec n est le nombre de nceuds y compris celui qui est a I'infini correspondant a é = +1.
Il est a noter que I'expression (2.40) peut s’écrire sous la forme :

qui est le produit des fonctions de forme standards N; par des fonctions croissantes f;

présentant une singularité au nceud infini, et par conséquent d’identifier la
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transformation géométrique des éléments infinis comme approche analogue a 'approche

directe utilisant des fonctions de décroissance.

Avecles f; :

fi= (11%?)2 (2.42)

sont des fonctions croissantes puisque lintervalle sur lequel elles sont définies est

restreint a celui de I'élément fini [—1, +1].

Dans le cas ou la direction infinie est négative, les expressions (2.40) et (2.42)

deviennent respectivement:

1 +€i E_Ej
M; = ; i=1L,n—-1 (2.43)
l 1+& 6=
j#i
o1 +€i>2
= 2.44
et permettent d’avoir :
X = 00 pour ¢&=-1
X=X pour ¢=0 (2.45)
x=§(x0 +x;) = xq pour & =+1

Les fonctions de transformations géométriques des éléments infinis a deux ou trois
dimensions avec une direction infinie, peuvent étre générées par l'expression (2.41) en
utilisant directement les fonctions ascendantes (2.42) ou (2.44) selon la direction infinie
considérée. Pour un élément s’étendant a I'infini dans les deux directions, les fonctions

croissantes appropriées se généralisent par :

=29 (%) 240

Evidement dans cette expression, les directions infinies sont supposées positives. Cette
technique est trés pratique et fortement recommandée si les fonctions de forme de
I’élément fini de base sont connues. Dans le cas contraire, les fonctions de transformation

peuvent étre obtenues a partir du cas unidimensionnel. Pour plus de détail sur la
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construction des fonctions de transformations géométriques dans les cas bi-et

tridimensionnel, nous demandons aux lecteurs de se référer a [5,22].

Finalement, il est nécessaire de noter que lors de la représentation d'un domaine
physique non borné par un maillage d’éléments finis et d’éléments infinis, il faut veiller a
ce que la relation entre les coordonnées de référence ¢ et celles de 'élément réel infini x
vérifie I'équation (2.38) pour que le développement (2.39) soit obtenu. A cet effet, les
coordonnées naturelles x; des n nceuds disposés dans la direction s’étendant a l'infini

doivent étre calculées par I'expression [22] :

_(n=Dx, 1+ (n+1-20)x,
X; = =D (2.47)

2.3.2 Autres choix des fonctions de transformations géométriques

Il existe une large gamme de probléemes physiques, notamment en géomécanique qui
présente un comportement différent de celui de la transformation de Zienkiewicz. Nous
n’avons pas la prétention de présenter tous les comportements a l'infini, seul la

transformation proposée par Abdel-Fattah [1] sera exposée.

Considérons 1'élément unidimensionnel de la figure 2.3 qui forme la base pour les
éléments bi et tridimensionnels. Encore une fois, I'élément s’étend du nceud 1 qui se
trouve sur l'interface éléments finis-éléments infinis en passant par le noeud 2, puis le
neeud 3 qui se trouve a l'infini. Le systéme des coordonnées globales x € [xy, o[ est
transformé en élément parent défini par le systéme de coordonnées locales & € [—1, +1].
Comme montré sur la figure suivante, le terme x, représente le pole qui est la

coordonnée globale de l'origine de la perturbation.

e r >
- ya N
—a
O ------------- o -
X0 X1 X3 x X3 = ©
1 2 3
o o o
E=-1 §=0 E=+1

Figure 2.3 : Transformation de Abdel-Fattah d’un élément infini unidimensionnel.
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La position du poéle est déterminée en accord avec le parametre y, qui est donné par la

relation :

Xy — X
y=="-2 (2.48)
X1 — Xp

L’expression (2.31) est réécrite ici pour transformer le systéme global au systéeme local :
x = M (§) x1 + Mz(§) x, (2.49)

Pour inclure le parametre de décroissance dans la transformation géométrique, M;(§)

doit étre écrite sous la forme :
Mi(&) =Ag +A1r (&) 5 My(&) = By + Bir(§) (2.50)

Ou r(¢) est la fonction de variation, en accord avec la tendance du champ de variables a
I'infini. Les constantes Ay, A1, By et B; sont déterminées en satisfaisant les conditions de

base suivantes :

Mi(fj)zl pour i =j
{Mi(fj) =0 pourij (251)
Les expressions (2.50) et (2.51) permettent de donner :
(& (&
{ T rE) I r(§2) ; { 0 7’(51)_—17”(52) (2.52)
e @ @@

Le champ de variables u peut étre interpolé, en utilisant les fonctions de forme standard,

qui sont, pour 'élément de la figure (2.3) :
u = Nyjuq + Nyuy + N3ug (2.53)
Avec:
Mi=-361-0; Ny=1-§ ; Ny=zE1+9 259

Le terme r(¢) dans les expressions (2.52) est déterminé en accord avec la forme de

décroissance voulue a I'infini. Trois types de décroissances sont considérés.
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2.3.2.1 Transformation géométrique a décroissance en puissance

Une décroissance en puissance du champ de variables est choisie pour des problémes
présentant un comportement de type (1/r™). Les variables nodales de la figure 2.3 pour

ce type de décroissance peuvent étre écrites :

u; = <@> u ;U= <@> u (2.55)

a ya

En résolvant les expressions (2.52) a(2.55) pour r(§) avec uz = 0, on obtient -

1
2nya

[E2(ym —2) — &y + 2]

r(§) = (2.56)

2.3.2.2 Transformation géométrique a décroissance exponentielle

La méme chose comme dans le cas de décroissance en puissance, le seul changement est
dans le type de comportement qui est sous forme (1/e™). Cette fois—ci, les variables

nodales s’expriment par :

e () e ()
= u ;5 U=

et (2.57)

Tenant compte des expressions (2.52), (2.53), (2.54) et (2.57) qui nous permettent

d’avoir :
1 2emdehra
Avec:
ki(§) = 2e™(1—&%) —e™éE(1-$) (2.59)

2.3.2.3 Transformation géométrique a décroissance logarithmique

Pour une décroissance logarithmique [1/In(r)]" du champ de variables, les variables

nodales s’écrivent par :

" = [M . _ [M " (2.60)

In(a) oo = In(ya)
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Dans cette transformation, le terme r(¢) est exprimé par :

1
P(6) = exp 2n In(a) lnl(ya) 2.61)
[k2 ()]
Avec maintenant :
k2 (8) = 2(1 = & (In(@)™ — ¢ - ) (Un(ya))" (2.62)

2.3.2.4 Positionnement du péle

Comme nous l'avons déja indiqué, pour l'approche inverse, le Jacobien se calcule grace
aux fonctions de transformation géométrique et non pas par les fonctions de forme
comme le cas des éléments finis. A cet effet, le positionnement du péle doit se faire en

conséquence.

En effet, le déterminant du Jacobien des différentes transformations géométrique n’est

positif que pour les valeurs du parameétre y suivantes :

1

(g)n <y<@n (2.63)

pour une transformation géométrique a décroissance en puissance,

4ena 4ena
ln(gna)SySln< ) (2.64)

pour une transformation géométrique a décroissance exponentielle, et finalement

1
1 [(%)n ln(a)] 1 [(4)% ln(a)]
—e Sy<-e

. - (2.65)

pour une transformation géométrique a décroissance logarithmique.

Quant a la transformation de Zienkiewicz, la seule condition qui s'impose, est que le pole

se trouve en dehors de ’élément infini.

L’extension de la transformation géométrique de Abdel-Fattah aux cas bi et
tridimensionnels est simple, et nous demandons a ceux qui sont intéressés de se référer

a la référence [1] ot la procédure est clairement expliquée pour les éléments du type
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Serendip comme de Lagrange.

2.4 Algorithmes de calcul des matrices élémentaires

Dans le cas de 'approche directe, les modifications nécessaires pour insérer des éléments
infinis dans un code de calcul en éléments finis, consistent essentiellement a
I'intégration numérique et a I'’évaluation des nouvelles fonctions de forme et de leurs
dérivées. Les points et les poids d’'intégration numérique sont calculés selon la méthode

de Gauss-Laguerre puis modifiés pour l'intervalle [—1, oo].

L’algorithme permettant de construire les matrices élémentaires des éléments infinis ne
différe pas trop de celui des matrices élémentaires d’éléments finis. La méme boucle sur
les points de Gausse-Legendre est appliquée pour les points de Gauss-Laguerre et 'appel
aux fonctions de forme a l'intérieur s’applique aux fonctions de formes décroissantes
infinies. La matrice Jacobienne originale ainsi que le maillage d’éléments finis initial

restent inchangés. La structure de I'algorithme est :

Début de la routine
Initialisation
Début de boucle sur les points de Gauss-Laguerre
Appel des fonctions de forme infinies
Appel des fonctions de forme finies
Appel du Jacobien
Calcul de la somme appropriée
Fin de boucle sur les points de Gauss-Laguerre
Retour
Fin de la routine

Dans le cas de 'approche inverse, les mémes expressions des matrices élémentaires sont
gardées et assemblées, ainsi le méme algorithme de calcul pour les éléments finis est

utilisé. Le seul changement requis pour rendre I'élément infini, réside dans la nouvelle

expression de la matrice Jacobienne exprimée par :
M,:
= [M ] [x Y] (2.66)

Avec X et Y sont les coordonnées nodales de I'élément infini construit. Ce qui impose

I'insertion d'un appel aux fonctions de transformation géométrique. L’algorithme est :

Début de la routine
Initialisation
Début de boucle sur les points de Gauss-Legendre
Appel des fonctions de forme finies
Appel des fonctions de transformation géométrique
Appel du Jacobien
Calcul de la somme appropriée
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Fin de boucle sur les points de Gauss-Legendre
Retour
Fin de la routine

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté les deux approches de construction des éléments infinis.
On a vue dans I'approche directe, par des fonctions décroissantes, qu’elle nous permet de
controler la vitesse de décroissance, par les parameétres de sévérité. Par contre, dans
Papproche inverse, par des fonctions de transformations géométriques, cette possibilité
ne s’offre pas. Il est nécessaire de noter, qu’il existe une autre gamme d’éléments,
appelés éléments infinis périodiques. La particularité de ces éléments par rapport a
d’autres, est dans les fonctions de formes, qui contiennent des termes représentant la
propagation des ondes vers l'infini [5,18,19]. Par ailleurs, l'utilisation de ces éléments
engendre des difficultés dans l'intégration numérique, qui exige des techniques tres

élaborées [5].
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Modélisation et discrétisation par éléments finis

3.1 Introduction

Pour analyser un probléeme d’ingénierie, on est souvent amené a développer des modéles
mathématiques pouvant décrire d'une maniére aussi fiable le probleme en question. Le
développement de ces modeéles s’appuis sur des postulats de base et des hypothéses
simplificatrices, pour aboutir a des équations gouvernantes qui sont souvent des
équations différentielles, auxquelles sont ajoutées des conditions aux limites. Pour la
résolution de ces équations, la méthode des éléments finis se présente comme l'outil le
plus efficace actuellement utilisé, parfois indispensable pour modéliser certains
comportements. L'un des avantages majeurs de cette méthode est le fait qu’elle offre la
possibilité de développer un programme de calcul, permettant de résoudre avec peu de

modifications plusieurs types de probléemes.

Dans ce chapitre, nous allons d’abord mettre en équations les problémes mathématiques
concernant les domaines fluides et les domaines sols. Ensuite, nous allons présenter les
différentes démarches a suivre pour la discrétisation spatiale par éléments finis de ces
deux types de milieux. Le probléeme sera traité en deux dimensions ; le milieu fluide est
supposé sans écoulement, non visqueux, qui subit des mouvements de petites
amplitudes. Pour le domaine sol, on se restreindra au cas d’un solide élastique dans

I’hypothése des petites déformations.

3.2 Mise en équations du domaine fluide

La figure 3.1 représente un réservoir de hauteur H et de longueur assez grande pour étre
supposée infinie. Dans le cas ou le fluide de ce réservoir est supposé linéairement
compressible, non visqueux et subit des mouvements de petites amplitudes, I’équation de
Naviers—Stockes qui exprime 1'équilibre dynamique des fluides en mouvement se réduit

a lexpression (3.1) suivante :
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: N

F3 :

Domaine fluide : Qo
I QO | S i ——> © H

I, i

! A
Figure 3.1 : Domaine fluide non borné et son contour.
o _ v (3.1
p at - p .

Ou v et p sont respectivement la vitesse et la masse volumique du fluide, p la pression

hydrodynamique et V 'opérateur nabla.

Pour une description complete, I'’équation de conservation de la masse ainsi que
léquation d’état doivent étre associées a I'équation de mouvement précédente [3,14].

Elles s’écrivent respectivement par :

vT g (3.2)
vV=—— .
P ot
dp pop
L i 3.3
ot kot (3:3)
avec k le module de compressibilité du fluide.
La substitution de 'expression (3.3) dans (3.2), nous donne -
10dp
Viy = ——=— 3.4
D’ou
. (3.5)
c= |— .
p
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qui présente la vitesse de propagation dondes dans le milieu fluide, qui est

approximative a 1440 m/s pour l'eau.

La dérivation de (3.4) par rapport au temps et la multiplication de (3.1) par V'

permettent d’avoir le systéme d’équations suivant :

ov 10%p
T( 22\ _ -~ F
v (at) c? Jt? (3.6)
dv
pvT (E) =vTrp (3.7)

La substitution de l'expression (3.7) dans (3.6), nous conduit a I'’équation d’ondes
régissant le comportement des pressions hydrodynamiques dans le fluide :
10%p

—C—2F= 0 (38)

et qui s’exprime dans le domaine des fréquences par :

w
Ap +C—2p = (3.9

Afin de bien poser le probleme mathématique, on doit ajouter les conditions nécessaires
aux limites. La frontiére I} présente l'interface entre le fluide du réservoir et la structure

rigide. Alors, la condition nécessaire sur cette frontiere est :

op . 310

Avec ii, la projection des accélérations sismiques sur la normale n de I'interface fluide—
n )

structure. Si cette interface est verticale, I’équation (3.10) devient :

dp _Op
— =—=—pii 3.11
on Ox Pl (3.11)
Ot ii, désigne les accélérations sismiques a la base de la structure. Sur la frontiere I ,

les accélérations sismiques ii, et le fond du réservoir sont supposés horizontaux. Alors, la

condition a imposer est donnée par :

dp 0p _

3n =3y = (3.12)
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Sur la surface libre I3, la condition la plus simple est de considérer une pression

atmosphérique et de négliger les ondes de surfaces :
p=0 (3.13)

La frontiére I',, désigne la limite artificielle sur laquelle le domaine fluide est tronqué.
Alors, elle délimite un domaine physiquement non borné, ou une condition radiative
convenable doit étre introduite. Nous avons vu dans le chapitre 1 que la condition de

Sommerfeld sur cette limite est donnée par :

dp 0dp  10p

— = __F 3.14
on 0x c ot ( )
Si c’est la condition de Sharan qui est imposée, alors :
dp _Op
L S 3.15
n X P (3.15)
Avec:
_1 (”)2 (“’H)Z 3.16
¢= H.\2 c (3.16)

Comme toutes les conditions aux limites sont définies, alors, le probleme mathématique

classique revient a résoudre le systéme suivant pour I'inconnu p :

(A 10% 0 0
p c2 ot?
dp )
a = _pug |rl
{ dp (3.17)
—=0 e
5 I
p=0 e
dp 10dp
L ___-_-r I,
\ Ox c ot |

Si le fluide du réservoir est considéré comme étant incompressible, 'expression (3.8) se

réduit a :
Ap =0 (3.18)

et les conditions sur les frontieres Iy, I, et I3 restent les mémes dans le cas d'un fluide
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compressible. Par contre sur la frontiére I, la condition est donnée par :

dp 0p _
5o =5-=—{p (3.19)

D’ou, ¢ est donnée pour la condition de Sharan par :

T
{=— (3.20)

_1yn+1 X
1 Zn=1 =1 e(_lnﬁ) cos (/1,1 Z
= A H 3.21
{ H (_1)n+1 1 X y ( ' )
- e( ”H) cos A, 5
) "H
Avec:
2n—1)m
A, = ( ) (3.22)
2
Donc, le systéeme a résoudre dans le cas d’un fluide incompressible est
( Adp = |2
dp "
ax = —PUy |13
dp
4 @ =0 |I, (3.23)
p= |13
dp
\ a = _Zp |roo

Dans le cas de 'hypothése d’'un fluide compressible, le probléme variationnel associé au
systeme (3.17) s’obtient en adoptant la formulation de type Galerkin et prenant comme

fonction poids w = &p. La forme variationnelle forte s’écrit :

1
f WApd.Q—f w—=pd =0 (3.24)
0 0 ¢

Afin de tenir compte des conditions aux limites, on applique la seconde formule de

Green, qui nous permet d’avoir la forme faible suivante :
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1 dp
—| VwVpd2— —pdf —dlr=20 3.25
L wVp L w 5P +fr wo (3.25)

Avec Q le domaine du fluide et I son contour.

En remplacant l'intégrale sur le contour I' par les différentes conditions qui

correspondent a chaque frontiere du domaine, on obtient :

1 1
ijVpd.(2+] w—zp'dn+j Wpilgdf+j w=pdl=0 (3.26)
0 0 ¢ n ¢

I'o

qui est I'expression finale de la forme variationelle du systéeme (3.17).

3.3 Mise en équations du domaine sol

Afin de mettre en équations le probléme, il est nécessaire de considérer un volume
élémentaire du milieu noté Q en équilibre dont le contour est T (figure 3.2). L’égalité des

forces agissant sur ce volume élémentaire s’écrit :

Figure 3.2 : Equilibre d'un volume élémentaire.

j (f + fdan +J Tdr =0 (3.27)
0] r

Ou f présente les forces de volume et f; les forces d’inertie qui s’expriment en fonction de

la masse volumique p du milieu et de son accélération ii; par la relation suivante :
fi = —piy (3.28)

et T le vecteur des contraintes qui s’exprime en fonction du tenseur des contraintes o et

de la normale n au contour I par :

T=o0,n (i,j = 1,2,3) (3.29)

J

Portant (3.28) et (3.29) dans (3.27), il vient -
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0 r

A Taide du théoreme de la divergence, la deuxiéme intégrale de l'expression (3.30)

devient :

r 0}

En substituant (3.31) dans (3.30), on aura :

f (fi + Oijj — pil;)d2 =0 (3.32)
0

Ce qui nous donne I'équation d’équilibre suivante :
g+ fi = piy (3.33)
qui est donnée sous forme matricielle par :
Vo+ f =pi (3.34)

La loi de comportement de 1’élasticité linéaire isotrope en petites déformations permet

d’écrire les contraintes en fonction des déformations par la forme suivante :

0;

i = Diji1 €xi (3.35)

Ou Dy, désigne le tenseur d’élasticité qui est d'ordre quatre. Les expressions des

déformations en fonction des déplacements u sont données par :
1
Ei]’ = E (ui,j + uj,i) (336)

Vu la symétrie des tenseurs et dans le but d’alléger les écritures, la notation vectorielle

est souvent adoptée. Alors, le tenseur des contraintes en élasticité plane s’écrit par :

o. T x
a:[ o E{UZ} (3.37)

TZX
Xz

et le tenseur des déformations par :
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1
Exx nyz &
€=14 =1¢&; (3.38)
Eyzx €2z ¥x
Et le vecteur des déplacements par :
ux
u= { } (3.39)
uZ
La relation déformations—déplacements devient alors :
K
&y 0x 5 (%
Vs 0z u,
Jd 0
L0z 0x
Qui peut se mettre sous la forme condensée suivante :
e=Su (3.41)
Et la relation contraintes—déformations devient :
o =D& =DSu (3.42)
Avec:
di d, 0
D=|d, di O ] (3.43)
0 0 dj

Les expressions des constantes d; et d, dans le cas d’'un probléme en contraintes planes

sont données par :

_ E
T 1—v2 ’

d1 dz = le (34’4)

Et dans le cas d’un probléme en déformations planes par :

B E(1-v) _ 5 = vd,
T (1+v)(1-2v) ’ 27 (1=v)

dy (3.45)

50



Chapitre 3 Modélisation et discrétisation par éléments finis

L’expression de la constante dz est donnée dans les deux cas par :

1
d3 = E(dl —d3) (3.46)

Les parameétres E et v sont respectivement le module d’Young et le coefficient de Poisson

du matériau.

Le probleme variationnel associé a 'équation d’équilibre (3.33) s’obtient en adoptant la

formulation de type Galerkin pour une fonction poids du. La forme forte s’écrit :
f ouVadfl +f du fdf —f dupud2 =0 (3.47)
0 0 0}

A Taide du théoréme de divergence, il est facile de démontrer que le premier terme de

Pexpression (3.47) peut s’écrire -
j SuVod = f Suondl — J 5elodn (3.48)
0 r 0

En substituant (3.48) dans (3.47), on obtient la forme faible suivante :

—J 6£Tad.(2+J 6uandF+f 6ufd.(2—f Su piid2 = 0 (3.49)
0 r 0 0

L’équation (3.49) est 'expression des travaux virtuels des corps homogenes et isotropes,
ayant un comportement bidimensionnel élastique linéaire. Si on tient compte de ces
considérations pour un milieu sol dont le plan semi—infini de la figure 3.3, alors, ce

dernier peu étre traiter en déformation planes.

Q(t)
AN .
Iy

\J

V4

Figure 3.3 : Probleme d’un plan semi-infini.
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On a vu dans le chapitre 1 que les conditions appropriées a introduire sur la limite de

troncature I,,, sont des forces de dissipation, de constantes d’amortissement :
Cp = pr (350)

pour la radiation des ondes de compression propageant paralléelement a la normale n de

la limite de troncature, et :
cg = pVs (351)

pour la radiation des ondes de cisaillement propageant parallelement a la tangente t de
la limite de troncature. Avec Vp et Vs sont respectivement les vitesses de propagation des
ondes de compression et de cisaillement dans le matériau. Alors, 'équilibre des

contraintes sur la limite de troncature I, s'exprime par :
on = —cpl, — Csl; (3.52)

ou u, et u, désignent respectivement les projections des vitesses des particules solides

sur la normale n et la tangente t a la limite de troncature I, .

Sur la surface [j) ou s’effectue un chargement Q(t) dans le sens z, la condition est donnée

par:
on = Q, (3.53)

Substituant les expressions (3.41), (3.42), (3.52) et (3.53) dans (3.49), et en négligeant

les forces de volumes f, on obtient 'expression finale de la forme variationnelle :

J- 5(Su)TDSudQ+J (Sucpllndl“+f 6uc5utdF+J- Supitd = | SuQ,dl’ (3.54)
0 I I 0 Iy

3.4 Discrétisation du domaine fluide par éléments finis

Pour la discrétisation spatiale par éléments finis du domaine fluide, I'interpolation

nodale du champ de pressions est approximée par :
p=NP (3.55)
ou N vecteur ligne contenant les fonctions d’interpolation (fonctions de forme), et P

vecteur colonne contenant les valeurs de pressions aux nceuds. En ce qui concerne
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Popérateur de perturbations, I'opérateur de dérivation spatiale et les deux en méme

temps, sont approximés respectivement par :
w = 6PTNT ; Vp=dNP ; Vw=6PTdNT (3.56)

La substitution de (3.55) et (3.56) dans la forme variationnelle de I'expression (3.26),

nous permet d’avoir :

1. 1 .
f NTC—ZNPd.Q+f NTENPdF+f dNTdNPdQ:—f piiyNTdIr (3.57)
.(2 ['OO

9] Iy
Ou sous forme matricielle :
[MI{B} + [C1{P} + [K]{P} = {F} (3.58)
Avec:
1
[M] = fﬂ NTC—ZN dn (3.59a)
[K] = f dNTdN d0 (3.59h)
N
1
— T —
[C] = fn N - Ndr (3.59¢)
{F} = —pil, J pNTdr (3.59d)
I

Dans lesquels, M, C et K représentent respectivement les matrices assemblées masse,
amortissement et rigidité du fluide et qui quantifient I'énergie cinétique, 1'énergie

dissipée et I'énergie potentielle.

L’expression (3.59¢) est le résultat de discrétisation de la condition de Sommerfeld a la
limite de troncature, et présente le seul effet de radiation et de dissipation d’énergie
dans le fluide. Si c’est la condition de Sharan qui est introduite, alors la matrice

d’amortissement devient :
[Cl=¢ f NN dr (3.60)
To

Avec ¢ donné par 'équation (3.16). Dans le cas ou la technique de couplage éléments

finis—éléments infinis est adoptée, alors, le terme correspondant a la limite de troncature
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I, va disparaitre et sera remplacé par les deux matrices masse et rigidité du domaine

infini du fluide. Les matrices totales masse et rigidité du systéme seront définies par :

[M,] = [M] + [Mo,] (3.61)
[K:] = [K] + [Ko] (3.62)
1
M,] = Jﬂw VTC—ZV an (3.63)
K] = f avrav dn (3.64)
0o

Ou V et dV sont respectivement les fonctions de forme des éléments infinis et leurs

dérivées. Le systéme a résoudre dans ce cas est :

[M,]{P} + [K,1{P} = {F} (3.65)

Il est a noter que les systemes (3.58) et (3.65) sont définis dans le domaine des temps, et

leurs transformations au domaine des fréquences deviennent respectivement :
[-w?[M] + iw[C] + [K]]{P} = {F} (3.66)
[~w?[M,] + [K]]{P} = (F} (3.67)
Avec P la pression hydrodynamique dans 'espace de Fourier.

Dans le cas d’hypothése d’'un fluide incompressible, le probléeme a résoudre se réduit au

systéme suivant :

[K:J{P} = {F} (3.68)

La matrice K; est la méme que celle exprimée dans 'expression (3.64) dans le cas ou les
éléments infinis sont utilisés. Par contre, lorsque la condition de Sharan ou la condition

de Damodar Maity est adoptée, la matrice K, s’écrit :

[K.]=[K]+[Kp,] (3.69)
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avec -
K- ]=¢ f dNTdN dr (3.70)
roo

L’expression de { est donnée par (3.20) pour la condition de Sharan et par (3.21) pour la

condition de Maity.

3.5 Discrétisation du domaine sol par éléments finis

Afin de discrétiser le domaine sol par éléments finis, le champs des déplacements u est

approximé par :
u=NU (3.71)
et 'opérateur de perturbations par :
su = SUTNT (3.72)

La substitution de (3.71) et (3.72) dans (3.54), nous donne :

( f BTDBd!2> U+ (cp f NTnaNdI + ¢, f NTtNdI’> U
0 T I

. . (3.73)
+ NTNdQ |U = | NTQ,dr
(o, wrmaa)o = wre
Ou sous la forme matricielle suivante :
[KI{U} + [C.){U} + [M){U} = {F} (3.74)

Dans lesquels, M, C, et K représentent respectivement les matrices masse,
amortissement et rigidité. Les expressions de ces matrices ainsi que le vecteur de
chargement s’obtiennent par analogie entre la relation (3.73) et (3.74). Donc, 'expression

de la matrice rigidité est donnée par :

_aN 0_
T T 5
l[aN 0 ON ]l d d, 0 Ox o
[K]= | B'DBda = 0x 0z g, d, olfo ZLlae 3.75)
ONT oNT 9
0 0 22V qlo 0 ds Z
0z 0x G_N 6_N
Ldz  OxA
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et la matrice masse est :

M] = p fﬂ NTNdQ = p fﬂ [N SN NTN] dn (3.76)

Cette expression telle quelle est obtenue en (3.76) est appelée masse cohérente ou
repartie. Cependant, elle peut étre exprimée sous forme concentrée ou diagonale [14,3]

par:

[M] = pfﬂ NIdO = pfﬂ 1(\)’ 1‘\),] 0 (3.77)

Pour la matrice d’amortissement, son expression est donnée par :

[Co] = [Cp] + [Cs] (3.78)

Avec:

N'N 0 1[m
[Cp] = waNTanNdrszw e | oy [ ]dr

; (3.79)
_ T _ NTN
[Cs] = waN cStNdl"—wa cs[ NTN][ tz]dl"

L’amortissement de la relation (3.78) est le résultat de discrétisation de la condition de
radiation a la limite de troncature, qui est connu sous le nom damortissement
géométrique ou radiatif [19,20]. Par ailleurs, on peut aussi tenir compte de
Pamortissement visqueux du milieu, en appliquant le concept d’amortissement de
Rayleigh qui est exprimé sous forme d’'une combinaison linéaire de la matrice masse M et

de la matrice de rigidité K [8]:

[C] = alM] + BIK] (3.80)

a et B sont des coefficients satisfaisant la condition d’orthogonalité de C dans la base
modale. Ils peuvent étre déterminés a partir de 'analyse modale du systéme, en prenant

la pulsation propre w; du premier mode et une pulsation w, du mode supérieur [8] :

2§ 2§
a=—ww, ; [f=—— (3.81)
w1 + wy w1+ wy,

Avec ¢ le taux d’amortissement critique.
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Donc, 'amortissement total du systeme est :
[C:] = [Co] + [C] (3.82)

En ce qui concerne le vecteur de chargement F, il s’obtient par :

(F} = erNTQZdr:pr Q[AST 1\% {g}dl* (3.83)

Il est a noter que lorsque la configuration géométrique non bornée du plan semi—infini
est considérée par l'utilisation des éléments infinis, 'amortissement géométrique C.
disparait de la formulation. Dans ce cas, la radiation s’effectue par des matrices masse et

rigidité obtenues par des éléments infinis et qui s’expriment par :

_aV —
[ov’ V'] ox 0
[K,]= | B"DBd = 0x 0z g, d, ollo Zlde (3.84)
I ovT V7| F)
e, ﬂool 0 —— ——|l0 0 ds z
0z d0x O_V O_V
Ldz  OxA
pour la matrice de rigidité, et :
T
M,] = VTVdQ = f V'V 0 14n 3.85
[Mo, ] pfﬂw pﬁm[o VTV] (3.85)

pour la matrice masse.
Dans ce cas, les matrices masse et rigidité totales du systéme sont respectivement :

[M,] = [M] + [Ms] ; [K.]=I[K]+ [Kc] (3.86)

3.6 Conclusion

La discrétisation d’'une frontiére radiative par éléments finis conduit 4 une matrice
d’amortissement qui n’intervient pas dans l'analyse des vibrations libres. Par contre,
lorsque le traitement de la limite de troncature est effectué par l'utilisation des éléments
infinis, la radiation est considérée par les matrices infinies masse et rigidité, et qui

permettent d’intervenir dans le probléme des valeurs et vecteurs propres.
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Chapitre 4

Applications au cas d'un milieu fluide

4.1 Introduction

Nous avons vu dans les chapitres 1 et 2 qu'un domaine non borné dont une partie
d’énergie est absorbée par les effets de radiation, peut étre subdivisé en deux régions, un
domaine fini modélisé par des éléments finis et un domaine infini représenté soit par une
frontiére absorbante, ou par un couplage avec des éléments infinis. A cet effet, afin de
voir l'apport de ces deux approches, on se propose d’étudier un réservoir de hauteur
H =100m et de longueur suffisamment grande pour étre supposée infinie, qui est
tronqué a une distance L; de l'interface fluide—structure. Les sollicitations considérées
sont des excitations harmoniques et des accélérations sismiques, exercées directement
sur le fluide par le monolithe de la structure qui est supposée infiniment rigide. Le
comportement du fluide est décrit par le champ de pressions hydrodynamiques, et les
caractéristiques mécaniques telles que la masse volumique et la vitesse de propagation

d’ondes sont respectivement fixées a 1000 kg/m3 et 1440 m/s.

y
A
I3
I, © —>
Structure Q I, H =100m
rigide
Qe
. [ > X

L

Figure 4.1 : Maillage du domaine fluide.
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L’étude sera subdivisée en deux parties. Les vibrations libres du fluide seront d’abord
analysées pour les différents modes de traitement de la limite de troncature. Ensuite, les
pressions hydrodynamiques produites par les différentes excitations seront calculées.
L’influence de certains parameétres tel que la fréquence d’excitation, la position de la

limite de troncature et la compressibilité du fluide sera examinée.

4.2 Analyse des vibrations libres

Les vibrations libres d'un systéme a plusieurs degrés de liberté est solution des
équations (3.58) et (3.65) développées pour un domaine fluide et dans lesquelles les
termes d’amortissement et de sollicitations extérieures n’interviennent pas. Alors, le

probléme revient a résoudre le systéme suivant :
[M1{P} + [K]{P} =0 (4.1)
La solution particuliére du systeme (4.1) est de la forme :
P = pelet (4.2)
En reportant (4.2) dans (4.1), il vient :
[[K] - w?[M]]{®} =0 (4.3)

Le systéme (4.3) représente un probleme aux valeurs et vecteurs propres. Ainsi, a
chaque valeur de la pulsation w; est associée un vecteur ou mode propre @;, qui
définissent le comportement en vibrations libres du fluide. Cependant, les résultats

seront exprimés et discutés en termes de périodes propres correspondantes :
T, =— (4.4)

Le but visé dans cette section est 'analyse des vibrations libres du domaine fluide, pour
les différents modes de traitement des conditions a la limite de troncature, ainsi que
Papport des effets radiatifs et I'influence de la position de la limite de troncature sur les
périodes propres. Par ailleurs, nous avons vu dans le chapitre 3 que la discrétisation par
éléments finis d’'une frontiére absorbante imposée sur la limite de troncature, dun
domaine fluide supposé compressible, conduit a la matrice d’amortissement du systeme
qui malheureusement n’intervient pas dans le probléme des valeurs et vecteurs propres,
contrairement a la technique de couplage éléments finis—éléments infinis qui permet

d’inclure les effets radiatifs dans le probléme des vibrations libres.
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Dans le premier temps, il convient tout d’abord de déterminer l'influence de la
discrétisation ou une étude du maillage optimum est effectuée sur le modele d’éléments
finis, avec une limite de troncature supposée libre sans conditions. La position de la
limite de troncature est fixée dans ce cas a une distance égale six fois la hauteur
(L; = 6H) et le domaine fluide est réparti a N, éléments dans le sens horizontal x et a N,
éléments dans le sens vertical y. Les éléments utilisés pour la discrétisation du domaine
sont du type quadrilatéraux a quatre nceuds (Q4), puis a huit noeuds (Qg). Les valeurs
des cinq premiéres périodes propres obtenues pour les différentes répartitions, ainsi que

les différents éléments sont reportées dans le tableau 4.1 suivant :

Tableau 4.1 : Périodes propres (sec) du domaine fluide pour différentes répartitions et différents types
d’éléments.

N, 5 10 20 30 50 70 100
N, 3 5 10 15 20 30 40
Modes
1 0.2746 | 0.2766 0.2775 0.2777 0.2777 0.2777 0.2778
Eléments 2 0.2604 | 0.2624 0.2633 0.2634 0.2635 0.2635 0.2635
Q4 3 0.2247 | 0.2293 0.2307 0.2309 0.2310 0.2311 0.2311
4 0.1820 | 0.1924 0.1954 0.1960 0.1962 0.1963 0.1964
5 0.1466 | 0.1596 0.1649 0.1659 0.1664 0.1665 0.1667
Modes
1 0.2778 | 0.2778 0.2778 0.2778 0.2778 0.2778 0.2778
Eléments 2 0.2634 | 0.2635 0.2635 0.2635 0.2635 0.2635 0.2635
Qs 3 0.2310 | 0.2311 0.2311 0.2311 0.2311 0.2311 0.2311
4 0.1956 | 0.1964 0.1964 0.1964 0.1964 0.1964 0.1964
5 0.1643 | 0.1665 0.1667 0.1667 0.1667 0.1667 0.1667

A partir de ce tableau, on note que le raffinement du maillage obtenu par des éléments
Qg n’influe pas sur la période fondamentale, qui est légérement sensible au raffinement
du maillage obtenu par des éléments Q4. La sensibilité au raffinement est d’autant plus
notable lorsqu’on considéere les périodes des modes supérieurs. On note aussi que les cing
premiéres périodes obtenues par un maillage avec des éléments Qg, se stabilisent plus
rapidement que celles obtenues par un maillage avec des éléments Q,. En effet, un
maillage constitué de N, = 20 et de N, = 10 éléments Qg est largement suffisant pour la
discrétisation du domaine fluide, contrairement aux éléments Q, qui nécessitent un
nombre d’éléments N, =100 et N, =40. Cette grande différence entre le nombre
d’éléments revient essentiellement aux degrés des polynomes d’interpolation utilisés et
le nombre de noeuds dans chaque élément. D’ou, les éléments Qg présentent une

variation quadratique, par contre la variation des éléments Q, est linéaire.

Maintenant, nous allons voir I'influence du degré des polynomes d’interpolations et des

transformations géométriques, des éléments infinis construits selon 'approche inverse,
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sur les périodes propres. Dans ce cas, la limite de troncature ou s’effectue le couplage
entre les éléments finis et les éléments infinis est fixée a une distance L, = H de l'origine.
Les éléments infinis utilisés pour la discrétisation du domaine infini sont
quadrilatéraux, et le nombre de nceuds par élément est choisi comme suit:
premiérement les éléments Q, a quatre nceuds dont lesquels la variation est linéaire
dans les deux sens, et puis les éléments Qg4 a six noeuds dont la variation est linéaire
dans le sens y et quadratique dans le sens x qui est supposé infini, ensuite les éléments
Qg ou la variation est quadratique dans les deux sens. Le tableau 4.2 suivant présente les

cinq premieres périodes obtenues pour les différents nombres de nceuds par élément.

Tableau 4.2 : Périodes propres (sec) obtenues par le modéle de couplage éléments finis—éléments
infinis construits selon ’approche inverse pour différents nombres de nceuds par élément.

Modes Eléments Q, Eléments Qg Eléments Qg
1 0.9931 0.2777 0.2778
2 0.3779 0.2562 0.2629
3 0.2689 0.1558 0.1762
4 0.2289 0.0925 0.1023
5 0.1638 0.0916 0.0926

Les résultats montrent que les périodes propres obtenues par un maillage avec des
éléments Qg, sont trés proches a celles obtenues par un maillage avec des éléments Q.
Par contre, les périodes propres obtenues par un maillage avec des éléments Q, sont tres
élevées. Cela est di au degré des polynoémes d’interpolations et des transformations
géométriques utilisés pour chaque élément. Comme nous I'avons vu précédemment, les
éléments Q, présentent une variation linéaire dans les deux sens, contrairement aux
éléments Qg et Qgz, qui ont une variation quadratique dans le sens x qui est supposé
infini, et cela confirme que la sensibilité au degré des transformations géométriques est
plus prononcée dans la direction qui est supposée infinie. En conclusion, les éléments
infinis construits selon 'approche inverse doivent présenter au minimum une variation
quadratique dans le sens supposé infini afin d’obtenir une bonne approximation. De ce

fait, les éléments Qg seront utilisés dans ce qui suit.

Afin de voir l'influence du parameétre de décroissance L, utilisé dans les fonctions
d’interpolation décroissantes des éléments infinis selon l'approche directe, sur les
périodes propres, la position de la limite de troncature ou s’effectue le couplage entre les
éléments finis et les éléments infinis est fixée a une distance proche de l'origine qui est
L, = H, et puis, a une distance assez loin qui est L, = 6H. Les éléments choisis pour la
discrétisation du domaine sont quadrilatéraux a quatre nceuds (Q,). Les cinq premiéres

périodes propres calculées pour les différentes valeurs du parameétre de décroissance L
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sont présentées dans le tableau 4.3 suivant :

Tableau 4.3 : Périodes propres (sec) obtenues par le modéle d’éléments finis—éléments infinis
construits selon ’approche directe pour les différentes valeurs du paramétre de décroissance L.

L 1 5 10 50 100 500 800
Modes
1 0.2631 0.2765 | 0.2774 0.2777 0.2777 0.2777 0.2777
L;=H 2 0.1831 0.2568 | 0.2700 0.2772 0.2776 0.2777 0.2777
3 0.1110 0.1581 | 0.1729 0.1905 0.1933 0.1957 0.1960
4 0.0918 0.0923 | 0.0924 0.0925 0.0925 0.0925 0.0925
5 0.0864 0.0915 | 0.0921 0.0924 0.0924 0.0924 0.0924
Modes
1 0.2773 0.2777 | 0.2777 0.2777 0.2777 0.2777 0.2777
L = 6H 2 0.2728 0.2771 | 0.2775 0.2777 0.2777 0.2777 0.2777
3 0.2594 0.2700 | 0.2718 0.2735 0.2737 0.2739 0.2739
4 0.2343 0.2450 | 0.2466 0.2480 0.2482 0.2483 0.2484
5 0.2034 0.2111 | 0.2122 0.2130 0.2132 0.2132 0.2133

La premiere remarque tirée dans ce tableau est que les périodes propres varient trés peu
pour des valeurs grandes du parameétre de décroissance L. Par contre, pour des petites
valeurs de L, la variation est plus accentuée. On note aussi que I'influence du parametre
de décroissance L sur les périodes propres est de plus en plus faible pour des positions de
la limite de troncature plus éloignées de l'origine. Cette influence est notable lorsque la
troncature du domaine est effectuée proche de l'origine. Dans ce qui suit, la valeur du

parameétre L sera prise égale a 'unité.

Maintenant, nous allons voir I'effet du positionnement de la limite de troncature sur les
périodes propres, obtenues par les différents modes de traitement des conditions a la
limite de troncature. Le premier modeéle numérique considéré, est celui d’éléments finis
avec les deux hypothéses a la limite de troncature, a savoir I'’hypothése d’'une limite
supposée libre sans condition EF(lib) et T'’hypothese d'une pression nulle imposée
EF(P =0). Le second modele est celui du couplage entre les éléments finis et les
éléments infinis construits selon les deux approches, tel que I'approche directe EFI(dir)
et I'approche inverse EFI(inv). Les éléments finis et les éléments infinis utilisés pour la
discrétisation du domaine fluide sont quadrilatéraux a huit nceuds (Qg) et d’une taille
approximativement de (10 X 10) m?, ce qui donne un nombre d’éléments croissant en
fonction de la position de la limite de troncature L,. La figure 4.2 montre la variation des
cinq premieres périodes propres, obtenues par les différents modes de traitement des
conditions a la limite de troncature, en fonction du rapport entre la position de la limite
de troncature L, et de la hauteur du réservoir H. Pour plus de clarté, les valeurs
numériques des cinq premieres périodes correspondant a L, = H, 3H, 6H et 10H sont

reportées sur le tableau 4.4.
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Tableau 4.4 : Périodes propres (sec) obtenues par les différents modes de traitement des conditions a
la limite de troncature, en fonction de la position de la limite de troncature L,

Modes L,=H L. =3H L, = 6H L, = 10H
. 1 0.2778 0.2778 0.2778 0.2778
= S=| 2 0.1242 0.2311 0.2635 0.2724
2 | 8E| 3 0.0926 0.1667 0.2311 0.2579
5 | &g 4 0.0770 0.1242 0.1964 0.2382
£ 5 0.0674 0.0975 0.1667 0.2169
© 1 0.1964 0.2635 0.2740 0.2764
§ S ol 2 0.0878 0.1964 0.2485 0.2661
S |83 3 0.0878 0.1429 0.2134 0.2485
S |&°| 4 0.0655 0.1094 0.1808 0.2276
5 0.0545 0.0920 0.1541 0.2065
ol 1 0.2693 0.2768 0.2775 0.2777
v el 5a 2 0.2150 0.2680 0.2752 0.2768
g 28 3 0.1482 0.2456 0.2685 0.2743
g% 2| 4 0.0968 0.2068 0.2534 0.2682
.2 5 0.0922 0.1630 0.2286 0.2566
SEl 1 0.2778 0.2778 0.2778 0.2778
s £ 538l 2 0.2629 0.2760 0.2773 0.2776
S g 2g| 3 0.1762 0.2573 0.2722 0.2757
= S| T 4 0.1023 0.2125 0.2560 0.2693
5 0.0926 0.1642 0.2294 0.2570
0.3 0.3
. :
— 025 /f /‘;//E/ model %’: 025 / 7//?2/ model
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Figure 4.2 : Périodes propres (sec), obtenues par les différents modes de traitement des condition
a la limite de troncature, en fonction de la position de la limite de troncature L,.
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On remarque que les périodes fondamentales obtenues par EF (lib), EFI(inv) et EFI(dir)
sont presque insensibles aux différentes positions de L,. Par contre, celles obtenues par
EF(P = 0) sont fortement sensibles pour des positions de L; proches de l'origine et qui
deviennent sans influence, a partir des positions supérieures a 6H. D’autre part, la
sensibilité a la position L;, pour tous les modeéles utilisés, est notable lorsqu’on considére
les périodes des modes supérieurs et cela pour des positions de la limite de troncature
proches de l'origine. On note aussi sur la figure 4.2, que pour des positions de L; assez
éloignées de lorigine, toutes les périodes considérées coincident avec la période
fondamentale, qui égale a la période analytique T = 4H /c définie pour un réservoir dont
une partie est étendue a l'infini [3,5], et qu’elle a comme valeur T = 0.2778 secondes dans

le cas ou H = 100 m et ¢ = 1440 m/sec.

Dans le but de déterminer I'influence de la célérité c, des ondes dans le milieu fluide, sur
les périodes propres, on a positionné la limite de troncature a une distance égale trois
fois la hauteur (L, = 3H), et on a fait varier les valeurs de la célérité ¢ dans l'ordre
croissant. La figure 4.3 montre la variation des trois premiéres périodes propres,
obtenues par les mémes modeles numériques utilisés précédemment, en fonction de c/cg,

dont lequel ¢, est pris égale a 1440 m/sec.
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Figure 4.3 : Périodes propres (sec) en fonction de la célérité ¢ du milieu.
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Les résultats montrent bien que les trois périodes propres considérées décroissent d'une
facon asymptotique en fonction de la célérité c, et cela revient a I'hypothese de la
compressibilité du fluide. En effet, plus la célérité ¢ augmente plus le fluide devient
moins compressible. Il est & noter aussi, que les périodes fondamentales obtenues par les
différents modes de traitement des conditions a la limite de troncature se confondent
avec la période analytique qui est donnée par T = 4H/c. Un écart peut étre observé entre
les trois périodes propres considérées, obtenues par le modéle d’éléments finis avec les
deux hypothéses a la limite de troncature EF(lib) et EF(P =0), cet écart diminue
progressivement en fonction de c. Les deux approches de construction des éléments

infinis EFI(inv) et EFI(dir), conduisent a des résultats pratiquement identiques.

4.3 Analyse de la réponse hydrodynamique

Dans la section précédente, nous avons vu leffet du positionnement de la limite de
troncature et I'apport de la technique de couplage éléments finis—éléments infinis sur les
vibrations libres d’'un milieu fluide, et nous avons vu aussi que les frontiéres radiatives
considérées dans cette étude, n’interviennent pas dans l'analyse des périodes et des
modes propres. Dans cette section, nous allons procéder a l'analyse de la réponse
hydrodynamique, sous leffet des sollicitations sismiques et des sollicitations
harmoniques. Les différents modes de traitement des conditions a la limite de troncature
seront considérés. L'influence de la fréquence d’excitation, de la position de la limite de

troncature et de la compressibilité du fluide sera examinée.

Dans le cas de I'hypothése d’'un fluide supposé incompressible, le calcul de la réponse
hydrodynamique est simple, il suffit juste de résoudre le systéeme (3.68) du chapitre 3
par 'une des méthodes de résolution des systémes d’équations algébriques, que se soit de
nature itérative ou directe. Par contre, dans le cas d’'un fluide supposé compressible, le
probléme revient a résoudre un systeme d’équations différentielles du second ordre, de
méme forme que celle définie par I'équation (3.58), dans le cas de 'introduction dune
frontiere radiative, ou (3.65) dans le cas de la technique de couplage éléments finis—
éléments infinis, ce qui nous emmeéne a adopter une méthode de résolution adéquate a ce
genre de problémes. En pratique, deux méthodes peuvent étre utilisées, la premiére est
la méthode d’'intégration directe pas a pas et la seconde est la méthode de superposition
modale. Le choix de telles méthodes a appliquer est dicté par des critéres purement
numériques. Dans le cas du modele de couplage éléments finis—éléments infinis, ou le
modéle d’éléments finis avec les deux hypothéses de pression nulle ou non nulle sur la
limite de troncature, la méthode de superposition modale est recommandée, car elle

permet des gains de temps de calcul. Cependant, pour des systémes a comportement non
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Linéaire, ou des systémes présentant un amortissement non proportionnel comme dans
le cas de l'application d’'une frontiére radiative, la méthode d’intégration directe pas a

pas est indispensable.

4.3.1 Cas d’un fluide incompressible

Dans cette section, le fluide est supposé incompressible et les sollicitations considérées
sont des déplacements harmoniques d’amplitude égale a 'unité exercés directement sur
le fluide par une structure rigide. Pour montrer 'effet du positionnement de la limite de
troncature L,, ainsi que leffet de la fréquence d’excitation sur la réponse
hydrodynamique, une série d’expériences numériques a été effectuée. Les résultats
obtenus sont exprimés par le coefficient de pression hydrodynamique C, = P/pgH et qui
seront commentés et comparés a la solution analytique de Westergaard [29]. Dans
Pexpression de C,, les parameétres p, g et H désignent respectivement la masse
volumique du fluide, I'accélération de la gravité et la hauteur du réservoir, P représente

Pamplitude des pressions hydrodynamiques.

Dans le premier temps, le modéle d’éléments finis avec les deux hypothéses a la limite de
troncature EF(lib) et EF(P =0) est retenu et les différentes pulsations d’excitation
considérées sont données respectivement par w = 10, 20, 40 et 60 rd/sec. La figure 4.4

illustre la variation du coefficient des pressions maximales C,, enregistré au nceud 1

montré sur la figure 4.1, en fonction du positionnement de la limite de troncature L;.

Pour les différentes pulsations d’excitations considérées, on constate sur la figure 4.4 une
grande différence entre la solution analytique de Westergaard et les deux solutions
obtenues par EF(lib) et EF(P = 0), pour des positions de L; proches de l'origine. Cette
différence diminue progressivement lorsque le positionnement de L; s’éloigne de plus en
plus de lorigine jusqu'a une position de L, = 2H, ol on remarque une concordance entre
les trois solutions. Cela montre que dans le cas d’un fluide incompressible, I'adoption
d’'une limite de troncature avec hypothése de pression nulle imposée, ou avec I’hypothése
d’'une limite sans conditions, exige la troncature du domaine a une distance égale au
moins deux fois la hauteur (L, = 2H). Afin de confirmer ces remarques, on a fixé la
position de la limite de troncature a L, = 2H, et on a tracé sur la figure 4.5(a) la variation
du coefficient des pressions C,, enregistré sur le méme point d’observation utilisé
précédemment, en fonction de la pulsation d’excitation w et sur la figure 4.5(b), on a
tracé la distribution des coefficients de pressions sur I'interface fluide—structure pour les

pulsations w = 20, 40 et 60 rd/sec.
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Figure 4.4: Coefficient de pression C, en fonction du positionnement de la limite de troncature L,.
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Figure 4.5: Comparaison entre la solution analytique de Westergaard et les solutions obtenues
par EF(P = 0) et EF(lib) pour L, = 2H.

(a) : Coefficient de pression hydrodynamique C,, en fonction de la pulsation d’excitation w ;
(b) : Distribution du coefficient de pression hydrodynamique C, sur !’interface fluide-structure .
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Les figures 4.5(a) et 4.5(b) montrent clairement la concordance entre la solution
analytique de Westergaard et les deux solutions de EF(lib) et EF(P = 0), obtenues pour
L; = 2H, et cela confirme les constats précédents. En outre, on remarque sur la figure
4.5(a) une forte dépendance entre le coefficient de pressions hydrodynamiques C, et la

pulsation d’excitation w et qui représente une variation hyperbolique.

Maintenant, on va refaire les mémes applications précédentes pour une limite de
troncature traitée soit, par la technique de couplage éléments finis—éléments infinis en
utilisant les deux approches EFI(dir) et EFI(inv), soit par une frontiére radiative
convenable qui peut, étre la condition de Sharan ou de Maity Damodar. La figure 4.6
montre la variation du coefficient de pressions hydrodynamiques maximales C,,
enregistré sur le méme point d’observation utilisé précédemment, en fonction du

positionnement de la limite de troncature L;.

7.5 30
F—— | F——_|
Brrns s BresaSpried U~ P T S BrsnsassPresaieied U R~ R S
7.4 . 29.6 =
7.3 ./ ——— EF/EI (inv) 292 ./ ——— EF/El (inv)
——o—— EF/EI (dif) g —<—— EF/EI (dir)
—©—— C.Maity 5} —O—— C.Maity
7.2 N 28.8 <
——— C.Sharan —®—— C.Sharan
EEETE TYTTN analytique | | /N || wesssseses analy tique
7.1 (a) 28.4 (b) =
\
7 : 28 !
0.1 0.3 0.5 0.7 0.9 1.1 1.3 0.1 0.3 0.5 0.7 0.9 1.1 1.3
Lt/H Lt/H
120 ‘ 270
7 —|
N - - prossyasafernaring R AR A
118.67"* '{ [T asepansepaney 266 —
/ ———— EFJ/EI (inv) / ——<—— EFJ/EI (inv)
117.2 262
s ——&—— EF/EI (dir) g ——— EF/EI (di)
—O— C.Maity & g —6—— C.Maity
115.8 C.Sharan 258 ——e—— C.Sharan
AV . .
........... analy tique seemeeEEEnoanaly tique
114.4 (¢) Y 254 (d) y
| |
113 ‘ 250 ‘
0.1 0.3 0.5 0.7 0.9 1.1 1.3 0.1 0.3 0.5 0.7 0.9 1.1 1.3
LYH LYH

Figure 4.6: Coefficient de pression C,, en fonction du positionnement de la limite de troncature L,.
() :w=10rd/sec ; (b):w = 20rd/sec;
(6):w=40rd/sec ; (d):w =60rd]/sec.

Apres la prise en compte des effets radiatifs, on voit clairement que la convergence des
résultats a la solution analytique de Westergaard s’obtient pour des positions de L; plus

proches de l'origine, comparativement a ’hypothése d’'une limite de troncature supposée
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libre sans condition EF (lib), ou I'hypothése d’'une pression nulle imposée EF(P = 0), qui
exigent des positions de L, = 2H. En effet, I'utilisation des éléments infinis construits
selon l'approche inverse EFI(inv), la convergence de la solution ne peut étre observée
qu’a partir de L; = 0.9H. Cependant, la condition de Sharan et les éléments infinis
construits selon l'approche direct EFI(dir) fournissent des résultats qui se stabilisent
pour des positions de L; = 0.6H. En outre, on remarque que la solution obtenue par la
condition de Maity est nettement stabilisée pour toutes les positions de L;. Par ailleurs,
lapport des différents modes de prise en compte des effets radiatifs est encore plus
visible sur la figure 4.7(a), qui montre la variation du coefficient de pressions C, en
fonction de la pulsation d’excitation w, et sur la figure 4.7(b) qui illustre la distribution

des coefficients de pressions hydrodynamiques sur I'interface fluide—structure.

800 1 v EFI(inv) Lt=0.9H 1@ S ERi) oo
<& EFI(dir) Lt=0.6H ; 09! o (E:F;(:") Ltio_gl_éH
I ' b .Sharan Lt=0.
700 (.3 g.;héranLLt;CiliH 08l 5 C ity Lo, 11
.Maity Lt=0. . !
600 | analy tique analy tique
0.7
500 o5l J
5 400 ¢ (a) Z os5;
047
300 -
0.3+
2 L
00 oal
1007 0.1t W=40 rd/sec
oo o ‘ ‘ : s w s \ | 0 P — \ L s s \ \ L &
0O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 0 25 50 75 100 125 150 175 200 225 250 275
W (rd/sec) Cp

Figure 4.7: Comparaison entre la solution analytique de Westergaard et les différents modes de
prise en compte des effets radiatifs.

a : Coefficient de pression hydrodynamique C, en fonction de la pulsation d’excitation w.
b : Distribution du coefficient de pression hydrodynamique C,, sur !’intreface fluide—structure.

En conclusion, dans le cas d'un domaine fluide non borné supposé incompressible, la
considération d'une limite de troncature sans conditions, ou dune pression nulle
imposée, exige la troncature du domaine a4 une distance égale au moins deux fois la
hauteur, afin d’obtenir la convergence de la solution recherchée. Par contre, lorsque la
limite de troncature subit un traitement par une frontiere radiative, ou par des éléments
infini, on obtient des résultats satisfaisant pour des tailles de maillage tres réduites, ce
qui rend les calculs plus maniables et permet des gains importants en terme

économique. A titre de comparaison entre les différents modes de prise en compte des
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effets radiatifs, les éléments infinis construits selon 'approche inverse apportent moins
a la solution que d’autres modes. Par ailleurs, parmi les différents modes de traitement
considérés, on constate que la condition de Maity semble la plus efficace et la plus
rentable de son apport important a la solution méme pour des positions de la limite de

troncature trés proches de l'origine (L, = 0.1H).

4.3.2 Cas d’un fluide compressible

Afin d’analyser la réponse hydrodynamique pour les différents modes de traitement des
conditions a la limite de troncature d'un domaine fluide supposé compressible, on a
considéré deux types de sollicitations. Le premier type consiste a des accélérations
sismiques qui permettent d’envisager I'histoire de la réponse au cours du temps. Le
second type est des accélérations harmoniques qui montrent I'influence de la fréquence
d’excitation sur la réponse. Les résultats obtenus seront commentés et comparés a des

solutions analytiques disponibles dans les littératures.

4.3.2.1 Excitations sismiques

Dans cette section, I'excitation considérée est les accélérations sismiques du séisme de
I'impérial Valley du 18 mai 1940, enregistré a la station d’El-Centro. Les dix premiéres

secondes de I'enregistrement sont reportées sur la figure 4.8 suivante :

_ ———®max = 343 m/sec a t=212sec

accélération (m/sec)
AONPFRORN®WA

L L L L L L L L L L L L L L L L L L L |
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 65 7 75 8 85 9 95 10
temps (sec)

Figure 4.8 : Accélération sismique du séisme de ['impérial Valley d’El-Centro.

Afin d’apprécier le comportement de la réponse hydrodynamique des différents
traitements de la limite de troncature, en fonction de la taille du domaine fluide et de
déterminer le mode de convergence des résultats, on trace la variation du coefficient de
pressions hydrodynamiques maximales en valeurs absolues, produit par le signal
sismique de la figure 4.8, enregistré au nceud 1, en fonction du positionnement de la
limite de troncature L;. Les résultats obtenus par les différents modes de traitement a
savoir les deux hypothéses de pression nulle ou non nulle, I'utilisation des éléments

infinis ou la frontiére radiative de Sommerfeld, sont comparés a la solution analytique
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qui est disponible dans la référence [17].
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Figure 4.9 : Comparaison entre la solution analytique et les solutions obtenues par
les différents modes de traitement de la limite de troncature de la position L;.

La figure 4.9 montre que l'utilisation des éléments infinis construits selon l'approche
directe EFI(dir), conduit a des résultats oscillants autour de la solution analytique en
fonction du positionnement de la limite de troncature. Les oscillations commencent a
partir de L, = 1.5H et deviennent de plus en plus faibles lorsque la distance de L,
augmente. Les mémes remarques peuvent étre observées pour les résultats obtenus par
l'utilisation des éléments infinis construits selon I'approche inverse EFI(inv), mais les
oscillations commencent a partir de L, = 3H. En ce qui concerne les solutions obtenues
par la condition de Sommerfeld C.Somm on constate qu’elles sont nettement confondues
a la solution analytique pour des positions de L, variant de 3 a 4H, qui semblent des
positions idéales pour la limite de troncature, et puis diminuent avant qu’elles se
stabilisent a partir de L, > 4.5H. Pour les deux hypothéses de pression nulle ou non nulle
a la limite de troncature, les oscillations autour de la solution analytique ne peuvent étre
observées qu’a partir d'une distance L, = 4.5H pour EF(lib) et L, = 5.5H pour EF(P = 0).
Afin de confirmer ces constats, la figure 4.10 illustre I'histoire du coefficient de pressions
hydrodynamiques obtenu par les différents modes de traitement de la limite de
troncature, qui est positionnée a une distance de L, qui semble idéale pour chaque mode
de traitement, et sur le tableau 4.5 sont reportées les valeurs des pics les plus élevés en
valeurs absolues et aux instants correspondants, ainsi que 'erreur relative par rapport a
la solution analytique. D’ou, on constate que toutes les valeurs absolues des pics les plus
élevés obtenus par les différents modes de traitement des conditions a la limite de
troncature sont trés proches de celui de la solution analytique. En outre, les erreurs
relatives engendrées par chaque mode de traitement sont tres faibles, telle que la plus
grande valeur qu'on peut observer est de 'ordre de 6.56 %. D’autre part, si on compare la

vitesse de convergence, on constate que les éléments infinis construits selon I'approche
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Figure 4.10 : Comparaison entre [’histoire du coefficient de pressions C, obtenue par les différents
modes de traitement des conditions a la limite de troncature et la solution analytique.
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Tableau 4.5 : Comparaison entre les pressions maximales obtenues par les différents modes de

traitement des conditions a la limite de troncature.

Position de L, Instant (sec) P Erreur (%)
Analytique - 2.54 0.335 -
EF (Lib) 45H 2.58 0.340 148
EF(P =0) 5.5H 2.28 0.323 3.88
EFI(dir) 2H 2.28 0.313 6.56
EFI(inv) 3H 2.28 0.319 4.77
C.Somm 3H 2.44 —0.342 1.50

directe EFI(dir) fournissent des résultats convergeant plus rapidement que d’autres
modes de traitement, telle que la position de L; = 2H est largement suffisante pour
représenter le domaine fluide. En ce qui concernent la condition de Sommerfeld C.Somm
et les éléments infinis construits selon 'approche inverse EFI(inv), la position de L; = 3H
semble idéale pour obtenir des résultats satisfaisants. Par contre, les hypothéses de
pression nulle EF(P = 0) ou non nulle EF(lib) exigent un positionnement de L, a une

distance assez loin.

Il est nécessaire de noter que les remarques précédentes restent particulieres et propres
a Paccélération sismique utilisée, la généralisation a tous les signaux sismiques n’est pas

tout a fait évidente.

4.3.2.2 Excitations harmoniques

Pour montrer 'effet de la fréquence d’excitation sur la réponse hydrodynamique, pour les
différents modes de traitement des conditions a la limite de troncature, on va considérer
un signale harmonique d’amplitude égale a I'unité et de pulsation w exercé directement
sur l'interface fluide—structure. La limite de troncature dans ce cas est fixée a une
position de L, = 3H. Les résultats obtenus sont commentés et comparés a une solution
analytique disponible dans la référence [28] définie dans le domaine des fréquences pour
un milieu fluide non borné supposé compressible. La figure 4.11 illustre la variation des
coefficients de pressions maximales C,, enregistré au nceud 1 de la figure 4.1, en fonction
de w/wy dans laquelle wg = mc/2H est la pulsation analytique fondamentale propre au

systeme.

La premiére remarque qu'on préleve de la figure 4.11 est que pour des pulsations
d’excitations inférieures a la pulsation analytique fondamentale propre au systéme

(w < wgp), tous les modes de traitement de la limite de troncature fournissent des
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résultats semblables a la solution analytique. Pour la condition de Sharan et la
condition de Sommerfeld, la convergence a la solution analytique continue méme pour
des pulsations d’excitations supérieurs (w > wg). Par contre, les autres modes de
traitement conduisent pratiquement a des résultats identiques ou on constate des
résonances dans tous les modes de vibrations considérés, et qui nous donnent des
valeurs de C, tres grandes, qui tendent vers l'infini pour des pulsations d’excitations
égales aux pulsations propres. Ces résultats semblent logiques, car les expressions
développées pour ces modes de traitement ne contiennent aucun terme d’amortissement,
contrairement aux conditions de Sharan et de Sommerfeld qui représentent la matrice

d’amortissement du systeme.

[
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Analy tique

1 I 1 I
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Figure 4.11 : Comparaison entre la solution analytique et les solutions obtenues par les différents
modes de traitements des conditions a la limite de troncature pour une position de L, = 3H.
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Afin de mieux apprécier I'influence de la pulsation d’excitation w et de la position de la
limite de troncature L;, on va considérer d’abord une pulsation d’excitation w = 0.5wy. la
figure 4.12(a) montre la variation du coefficient de pressions maximales, repéré sur le
méme point d’observation utilisé précédemment, en fonction du positionnement de la
limite de troncature L., et la figure 4.12(b) illustre la distribution de C, sur I'interface

fluide—structure pour des postions de L, qui semblent idéales pour chaque mode de

traitement.
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Figure 4.12 : Comparaison entre la solution analytique et les solutions obtenues par les
différents modes de traitement des conditions a la limite de troncature sous [’effet d une
pulsation d’excitation w = 0.5wy .

a) : Variation de C en fonction de positionnement de la limite de troncature L; ;
Pmax
(b) : Distribution de C,, sur l'interface fluide-structure.

Les résultats obtenus montrent que le traitement de la limite de troncature par la
condition de Sharan ou, par des éléments infinis, apporte énormément a la solution
recherchée. En effet, on voit clairement sur la figure 4.12 qu’une position de L, = 0.2H
pour la condition de Sharan ou L; = 0.5H pour des éléments infinis est largement
suffisante pour représenter le domaine infini du fluide. Par contre, 'adoption de la
condition de Sommerfeld ou les deux hypothéses de pression nulle ou non nulle a la
limite de troncature, la convergence des résultats a la solution analytique ne peut étre

observée qu’a partir de L, > 2H.

Il est important de souligner que les remarques qu’on vient d’aboutir restent uniquement
valables pour des pulsations d’excitations inférieures a la pulsation fondamentale propre
au systeme. Pour la généralisation au cas des pulsations d’excitations supérieures a la
pulsation fondamentale, on se limitera a une pulsation d’excitation w = 1.5w,, pour

laquelle on a tracé sur la figure 4.13, les distributions des coefficients de pressions
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hydrodynamiques sur l'interface fluide—structure, obtenus pour les différentes positions

de la limite de troncature L;.
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Figure 4.13 : Comparaison entre la solution analytique et les solution obtenues par les différents
modes de traitement de la limite de troncature sous [’effet d 'une pulsation d’excitation w = 1.5wy.

On constate sur la figure 4.13 que les solutions obtenues par 'adoption de la condition de

Sharan a la limite de troncature sont nettement confondues a la solution analytique pour

toutes les positions de L; considérées. Cela confirme encore une fois lefficacité qu’elle

présente cette condition dans la prise en compte des effets radiatifs des domaines fluides

non bornés. En ce qui concerne l'insertion de la condition de Sommerfeld, des

translations faibles des résultats au voisinage de la solution analytique peuvent étre

observées pour les différentes positions de L, considérées, mais sans atteindre la

convergence totale de la solution. Cependant, I'utilisation des éléments infinis ou les

hypotheses de pression nulle ou non nulle a la limite de troncature, le comportement de

la pression hydrodynamique est trés complexe, car I'amplitude de cette derniére est
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fortement sensible a la fréquence d’excitation, et a la position de la limite de troncature
qui influe elle méme sur les fréquences propres du systéeme. Comme nous 'avons vu dans
la section 4.2, 'analyse des vibrations libres a montré que plus la limite de troncature
g’éloigne de l'origine, plus la remonté des modes supérieurs est considérable, et cela
influe énormément sur la réponse hydrodynamique obtenue par ces modes de traitement
qui conduisent a des amplitudes tres élevés pour des pulsations d’excitations proches des

pulsations propres.

Par ailleurs, les éléments infinis construits selon 'approche directe EFI(dir) permettent
d’améliorer la solution recherchée par un choix judicieux de la valeur du paramétre de
décroissance L qui doit étre déduit par une étude paramétrique. Pour une position de la
limite de troncature L, = H et de pulsation d’excitation w = 1.5wy , on observe sur la
figure 4.14 que la solution obtenue par une valeur L = 7 est trés proche a la solution

analytique, contrairement a d’autres valeurs qui fournissent des résultats différents.
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Figure 4.14 : Eléments infinis selon [’approche directe et la solution analytique, pour une position de
la limite de troncature L, = H et de pulsation d’excitation w = 1.5wy..

4.4 Conclusion

Lorsqu'on traite un milieu fluide non borné, linfluence de certains parameétres
notamment la fréquence d’excitation, la position de la limite de troncature et la
compressibilité du fluide doit étre examinée. La négligence de I'un de ces derniers peut

compromettre gravement la compréhension du phénomeéne étudié.

77



Chapitre 5

Applications au cas d'un milieu sol

5.1 Introduction

Le cas d’application le plus évident pour étudier la réponse d’'un milieu sol non borné est
celui du sol support des structures et des ouvrages. Ce milieu est soumis a des
différentes sollicitations, qui peuvent étre de nature sismique ou quelconques. Ces
sollicitations ont en commun une source d’énergie située a la surface, ou en profondeur,
dans le milieu qui induit des transports d’énergie vers l'infini, sans aucune réflexion
parasite. L’objet du présent chapitre est d’étudier I'effet de la troncature du domaine et
I'influence des différents modes de traitement des conditions a la limite de troncature,
sur la réponse d’'un milieu sol semi—infini, supposé élastique homogéne, dans ’hypothese

des petites déformations.

Dans un premier temps, les programmes de calcul développés sont d’abord validés et
comparés aux solutions analytiques de Boussinesq et de Flamant, dans le cas dun
chargement statique, et aux résultats du logiciel SAP [21], dans le cas d'un chargement
dynamique. Ensuite, de différentes applications numériques ont été effectuées dans le
but de montrer 'apport des éléments infinis et des frontiéres radiatives sur la réponse

d’un plan semi—infini, soumis a des chargements de formes différentes.

5.2 Présentation du modéle

Dans cette étude, la forme géométrique du sol, ainsi que le type de maillage utilisés sont
montrés sur la figure 5.1. Les éléments finis et infinis choisis pour la discrétisation du
domaine sont de type quadrilatéral a quatre noeuds (Q4). Le sol est considéré comme
étant un milieu élastique, homogéne et semi infini, tronqué a une distance R prise a
partir de l'origine et qui a fait 'objet d’'une étude de convergence. Les conditions aux
limites d’encastrement sont appliquées au niveau de la limite de troncature pour le

modele d’éléments finis classique EF(enc). Par contre, ces conditions sont relachées et
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Figure 5.1 : Géométrie et type de maillage utilisé.

remplacées par une condition absorbante convenable dans le cas du modéle d’éléments
finis avec frontiere radiative EF(FR), ou par des éléments infinis dans le cas du modéle
de couplage éléments finis—éléments infinis EFI. De plus, les nceuds situés sur l'axe de
symétrie du probléeme sont bloqués dans la direction horizontale pour les trois modeéles
considérés. Les propriétés mécaniques du sol tel que le module du Young, le coefficient
de Poisson et la masse volumique sont respectivement fixés a E = 10 MPa, v = 0.33 et
p = 2000 kg/m3.

Il est important de souligner que le choix de cette forme de maillage radiale permet
d’'une part, de réduire la taille du domaine a l'aide de 'axe de symétrie du probléeme, et
d’autre part, d’éviter le traitement des trois cas d’infinités dans les deux direction
horizontale ou verticale ou les deux en méme temps, lors du couplage avec les éléments

infinis.
5.3 Validation des programmes développés

5.3.1 Réponse sous un chargement statique

Dans l'esprit de validation des programmes de calcul développés, nous avons considéré
deux modes de traitement de la limite de troncature, a savoir l'utilisation des éléments
infinis et 'encastrement des nceuds de frontiére. Les résultats obtenus sont commentés
et comparés aux solutions analytiques des problémes classiques de Boussinesq et de
Flamant. Le systéme de révolution dans le cas du probléme de Boussinesq nous a mené a
effectuer une analyse avec un modéle d’éléments finis axisymétriques, alors que le

probleme de Flamant est traité en déformations planes. Dans ce cas, le rayon de
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troncature du domaine est pris égale a R = 5m et le chargement considéré est une force

verticale ponctuelle P = 100 KN, appliquée a l'origine (voir figure 5.2).

P =100 KN

Y

Figure 5.2 : Géométrie et chargement dans les cas des problémes classiques de
Boussinesq et de Flamant.

5.3.1.1 Cas du probléme de Boussinesq

Afin de comparer entre la solution analytique de Boussinesq et les résultats obtenus par
les programmes de calcul développés, nous avons tracé sur la figure 5.3 (a) les
tassements repérés sur l'axe de symétrie du probléeme (x =0), en fonction de la
profondeur z, et sur la figure 5.3 (b) ceux repérés a la surface libre du sol (z = 0), en
fonction de la distance x a partir de l'origine. De plus, Les valeurs numériques des
tassements, ainsi que les erreurs relatives par rapport a la solution analytique de

Boussinesq sont reportées sur les tableaux 5.1 (a) et 5.1 (b).

0

o L
057 1 .02}
. -1 4 EF(enc) 1 ’E\ 04+t EF(enc)
g -15¢ * EFI 18 06l . EFI |
T~ o2l Sol.Bous 1@ : Sol.Bous
=] € -08¢ R
§ -25¢ g -1 B
g -3 °18 12} 1
E -35¢ (a) %8 14} (b) i
-4 ol F o6t .
-45 ¢ 3 -1.8¢ 1
_5 1 1 | | L L L L 1 _2 L L L L L L L L L
-2 -18 -16 -14 -1.2 -1 -08 -06 -04 -02 O 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
Tassements (cm) Distance de l'axe de symétrie (m)

Figure 5.3 : Comparaison entre la solution analytique de Boussinesq et les tassements obtenus
par les programmes de calcul développés.

(a) : Tassements sur l'axe de symétrie du probleme (x = 0) ;
(b) : Tassements a la surface libre du sol (z = 0).
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Tableau 5.1(a) : Tassements sur [’axe de symétrie du probléeme (x = 0) et comparaison entre la

solution analytique de Boussinesq et les programmes de calcul développés.
Profondeur Solutlpn de EF (enc) EF]
(m) boussinesq
(cm) Tassement Erreur relative Tassement Erreur relative
(cm) % (cm) %
0 — -13.09 — -13.17 —
-0.5 -0.99 -0.90 9.1 -0.98 1.01
-1 -0.49 -0.40 18.36 -0.48 2.04
-2 -0.24 -0.15 375 -0.23 4.16
-3 -0.16 -0.07 56.25 -0.15 6.25
-4 -0.12 -0.03 75 -0.11 8.33
-5 -0.09 0 100 -0.08 11.11

Tableau 5.1(b) : Tassements a la surface libre du sol (z = 0) et comparaison entre la solution
analytique de Boussinesq et les programmes de calcul développés.

Dlstange !oar Solutlc_m de EF (enc) EFI
rapport a I’axe Boussinesq
de symétrie (m) (cm) Tassement Erreur relative Tassement Erreur relative
(cm) % (cm) %
0 — -13.08 — -13.17 —
0.5 -0.56 -0.46 17.8 -0.54 3.57
1 -0.28 -0.18 35.7 -0.26 7.14
2 -0.14 -0.049 65 -0.12 14.28
3 -0.09 -0.01 88.8 -0.08 11.11
4 -0.07 -0.0001 99.8 -0.055 21.42
5 -0.05 0 100 -0.042 16

Les résultats montrent que le programme de couplage d’éléments finis—éléments infinis
EFI fournit des résultats pratiquement similaires a la solution analytique de Boussinesq,
et cela revient a la considération du champ lointain du milieu par l'utilisation des
éléments infinis, qui améliorent considérablement la solution recherchée. Concernant le
programme de calcul d’éléments finis avec I'encastrement de la limite de troncature
EF (enc), un petit écart apparait entre les solutions au voisinage du point d’application de
la charge. Cet écart s’étale progressivement lorsqu'on s’éloigne de l'origine, ou l'erreur
relative peut atteindre jusqu’a 75 a 100 % loin de la zone chargée, et cela est da a la

troncature du domaine infini qui induit des erreurs dans les calculs.

Néanmoins, un éloignement de la limite de troncature a une distance assez grande de
Porigine d’application de la charge, permet de réduire ’écart entre la solution analytique

et la solution d’éléments finis EF (enc).

Par ailleurs, on voit que la solution analytique de Boussinesq fournit des valeurs qui
tendent a l'infini au niveau de l'axe de symétrie du probleme. Malheureusement, ces

valeurs ne peuvent étre représentées sur les figures.
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5.3.1.2 Cas du probléme de Flamant

Dans ce cas, les mémes applications effectuées précédemment ont été reproduites ici. De

plus, un modéle numérique avec le logiciel SAP [21] a été réalisé et qui servira comme un

autre élément de comparaison. La figure 5.4(a) illustre les tassements repérés au niveau

de la surface libre du sol (z = 0), en fonction de la distance x par rapport a lorigine.

Théoriquement, la solution analytique de Flamant fournit des valeurs de tassements qui

tendent vers l'infini, au niveau de l'axe de symétrie du probleme (x =0) et qui ne

peuvent étre représentées sur la figure, pour cela, que les résultats obtenus par le

logiciel SAP et les programmes de calcul développés sont montrés sur la figure 5.4(b), en

fonction de la profondeur z. Toujours dans 'esprit de validation, la comparaison entre le

logiciel SAP et le programme d’éléments finis EF (enc) est montrée sur le tableau 5.2(a).

Les valeurs numériques des tassements ainsi, que les erreurs relatives par rapport a la

solution analytique de Flamant sont illustrées sur le tableau 5. (b).

P~

(a)

4 e oAb N A oo

0 05 1 15 2

Distance de l'axe de symétrie (m)

0
-05¢
- Ay ——e—— EF(enc)
E 1'2 [ —<— EFI
EF(enc) _qg 25! —S—— Sol.SAP
—<—— EFI S 3l
—6— Sol.SAP 5 35|
SOL.FI o '
am 4l ( b )
-4.5¢
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 5 ‘ ‘
25 3 35 4 45 5 -7 -6 5 -4

Tassements (cm)

Figure 5.4 : Tassements dans le cas du probléme de Flamant.

(a) : Tassements sur la surface libre du sol (z = 0).

(b) : Tassements sur [’axe de symétrie du probléeme (x = 0) ;

Tableau 5.2(a) : Comparaison entre le logiciel SAP et le programme d’éléments finis EF (enc).

Tassements sur I’axe de symétrie (x = 0) Tassements a la surface libre du sol (z = 0)
Profondeur | EF (enc) SAP Ecart Distance | EF(enc) SAP Ecart

(m) (cm) (cm) relatif (%) (m) (cm) (cm) relatif (%)

0 -5.365 -5.360 0.09 0 -5.365 -5.360 0.1
-0.5 -2.617 -2.612 0.20 0.5 -1.813 -1.810 0.2

-1 -1.816 -1.811 0.27 1 -1.056 -1.050 0.6

-2 -0.979 -0.974 0.55 2 -0.349 -0.346 1.04

-3 -0.504 -0.500 0.92 3 -0.064 -0.063 2.68

-4 -0.253 -0.249 1.68 4 0.008 0.009 3.33

-5 0 0 0 5 0 0 0
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Tableau 5.2(b) : Comparaison entre la solution analytique de Flamant et les programmes de calculs
développés EF (enc) et EFI.

Distance par Solution de
rapport a lPaxe Flamant EF(enc) EFI
de symétrie (m) (cm) Tassement Erreur relative Tassement Erreur relative
(cm) % (cm) %
0 — -5.365 — -6.695 —
0.5 -2.951 -1.813 38.54 -3.136 6.25
1 -2.759 -1.056 61.70 -2.356 14.61
2 -2.559 -0.349 86.33 -1.549 39.43
3 -2.444 -0.064 97.35 -1.099 55
4 -2.381 0.008 100.36 -0.862 63.78
5 -2.314 0 100 -0.616 73.35

Les mémes remarques et observations prélevées précédemment peuvent aussi étre tirées
de la solution de ce probléme. On voit sur la figure 5.4(b) et le tableau 5.2(a) que le
logiciel SAP et le programme de calcul d’éléments finis EF (enc) fournissent des résultats
pratiquement identiques, et 'écart maximal qui peut étre observé ne dépasse pas 3.33%.
Ceci confirme la validité de notre présent programme d’éléments finis EF(enc). En
outre, méme si dans ce cas, l'utilisation des éléments infinis ne fournit pas des résultats
d’'une aussi grande qualité que ceux du probleme de Boussinesq, leurs apports a
Pamélioration de la solution restent visiblement substantiels. En effet, on voit a partir
du tableau 5.2(b) que l'erreur est aussi considérablement réduite. Elle passe de 40 % a

6 % au voisinage et de 73 % a 50 % loin de la zone d’application de la charge.

5.3.2 Réponse sous un chargement dynamique

Cette application a pour objectif de valider le programme d’éléments finis classique
EF(enc), dans le cas dun chargement dynamique. Les résultats obtenus ont été

comparés a ceux obtenus par le logiciel SAP [21].
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Figure 5.5 : Géométrie et chargement.
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Chapitre 6 Applications au cas d’un milieu sol

Le chargement considéré est une force ponctuelle P de forme triangulaire et puis de
forme sinusoidale de pulsation 15 rd/sec, appliquée directement a la surface libre d’'un
plan semi—infini, qui est tronqué a une distance R = 50 m du point d’application de la
charge. Les caractéristiques mécaniques du sol sont les mémes que celles utilisées
précédemment, et I'amortissement du milieu est négligé dans ce cas. La taille des
éléments finis est fixée approximativement a 1 m au voisinage de la zone chargée et a
5m dans le champ lointain, ce qui donne un nombre total de 276 éléments Q4, 309 nceuds
et 628 degrés de liberté. Les déplacements verticaux enregistrés au point d’application
de la charge, en fonction du temps sont tracés sur la figure 5.6. Les pics les plus élevés

ainsi que les instants correspondants sont reportés sur le tableau 5.3.

2 6 . . . .
’E\ 11 B g b .......... EF(enc)
% 0 S 4 (b) SAP |1
T gl |
g -2 g
< -3t c 0 i
() (]
E 4l :
Q o -2 b
& -5¢ (o]
5 s
s 6y S -4t 1

_7 L L L L L L L L L L L L L L L | L |

0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 0 05 1 15 2 2.5 3 35 4
temps (sec) temps (sec)

Figure 5.6 : Déplacement vertical du point d application de la charge.

(a) : Pour une charge P de forme triangulaire ;
(b) : Pour une charge P de forme sinusoidale.

Tableau 5.3 : Comparaison entre le programme d’éléments finis EF (enc) et le logiciel SAP

Forme de la Programme EF (enc) Logiciel SAP Ecart relatif
charge Déplacement Instant Déplacement Instant (%)
(cm) (sec) (cm) (sec)
triangulaire 6.16 2 6.15 2 0.16
sinusoidale 4.47 0.14 4.48 0.14 0.22

Les figures 5.6(a) et 5.6(b) montrent bien la concordance entre le modéle d’éléments finis
EF (enc) et le modele du logiciel SAP qui présentent pratiquement les méme courbes. On
remarque aussi sur le tableau 5.3 qu’on retrouve sensiblement les mémes pics qui se
produisent aux mémes instants pour les deux modeéles, et 1'écart relatif qu’on peut
prélever ne dépasse pas 0.16 % pour une charge triangulaire et 0.22 % pour une charge
sinusoidale. Alors, a partir de ces constats, la validité du programme d’éléments finis

EF (enc) dans le cas d'un chargement dynamique est confirmée.
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5.4 Applications

Figure 5.7 : Forme géométrique du plan semi—infini et chargement.

Dans cette étude, le milieu sol est considéré comme étant un plan semi—infini, tronqué a
une distance R prise a partir de l'origine. Cette distance a fait I'objet d’'une étude de
convergence des solutions, obtenues par chaque mode de traitement de la limite de
troncature, a savoir 'encastrement des noeuds de frontiére EF(enc), l'insertion d’une
frontiere radiative EF (FR) et l'utilisation des éléments infinis EFI. La taille des éléments
est fixée approximativement a 0.5m au voisinage de la zone chargée et qui augmente
progressivement lorsqu’on s’éloigne de cette zone, ce qui donne un nombre d’éléments
croissant en fonction du rayon R. La sollicitation considérée est une charge Q(t)
uniformément repartie sur une largeur de 2.5 m de la surface libre du plan semi—infini.
La réponse est déterminée par la méthode d’'intégration directe pas a pas, et le coefficient
d’amortissement critique utilisé est de 10 %. Les points d’observation considérés sont les

neeuds A et B qui sont montrés sur la figure 5.7.

Premiérement, on a considéré une charge Q(t) de forme triangulaire (figure 5.8) et on a

positionné la limite de troncature a une distance R = 100 m de l'origine. L’histoire des

100

60| 1
40+ 1

Q(t) Kpa

20+ 1

0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 05 1 15 2 25 3 385 4 45 5

temps (sec)

Figure 5.8 : Chargement de forme triangulaire.
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déplacements verticaux engendrés par 'application de cette charge, repérés aux points

d’observation A et B, est illustrée sur la figure 5.9.

-
N

=
o

déplacement vertical (cm)
(o]
déplacement vertical (cm)

[N
=

-8
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6
temps (sec) temps (sec)

Figure 5.9 : Déplacements verticaux engendrés par un chargement de forme triangulaire.

(a) : Déplacements verticaux repérés au point d’observation A ,
(b) : Déplacements verticaux repérés au point d 'observation B.

Les résultats montrent bien la coincidence entre les courbes obtenues par le modéle de
couplage éléments finis—éléments infinis EFI et le modéle d’éléments finis avec une
frontiere radiative EF(FR). Cela revient a la considération des effets radiatifs dans
chaque modeéle. Par contre, pour le modele d’éléments finis classique EF(enc), on
constate une séparation et un soulévement de la solution par rapport aux deux autres
solutions apreés un instant de I'application de la charge. Cela probablement peut étre
expliqué par la réflexion d’énergie, qui est engendrée par I'encastrement de la limite de
troncature. On constate aussi que les pics maximums des déplacements, repérés sur le
point A, se produisent au méme instant que celui du chargement Q(t) qui est t = 2 sec.
Par contre, ceux repérés sur le point B se produisent apres une différence de temps At,

qui correspond a la duré du transport d’énergie de la source a ce point d’observation.

Dans le but de montrer I'influence du positionnement de la limite de troncature R sur la
convergence de la solution obtenue pour chaque mode de traitement de la limite de
troncature, on a considéré le méme chargement de la figure 5.8 utilisé précédemment.
Initialement, on a positionné la limite de troncature a une distance R, = 20 m a partir de
lorigine, et puis, on a fait varier cette distance par ordre croissant jusqu'a R = 10R;. Les
pics les plus élevés des déplacements verticaux V,,,, enregistrés sur les points
d’observation A et B, obtenus pour chaque position de la limite de troncature R, sont

prélevés et tracés sur la figure 5.10, en fonction de R/R,.
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Figure 5.10 : Convergence des solutions de chaque mode de traitement de la limite de troncature.

(a) : Sur le point d’observation A ;
(b) : Sur le point d’observation B.

On note sur les figures que les résultats obtenus par le modele de couplage éléments
finis—éléments infinis EFI et le modéle d’éléments finis avec frontiére radiative EF (FR)
se stabilisent a4 partir d’'une position de la limite de troncature R = 2R, pour le point A et
R = 2.5R, pour le point B, ou on constate un accord entre les solutions de ces deux
modeéles. Par contre, pour la solution obtenue par le modéle d’éléments finis classique
EF(enc), la convergence ne peut étre observée qu’a partir d'une position R = 4.5R; sur le
point A et R =5R, sur le point B. Ces résultats montrent bien la performance des
éléments infinis et des frontiéres absorbantes dans le traitement des conditions aux
limites de troncature, et montrent aussi 'apport considérable a la solution recherchée
qui peut étre amené par ces deux modes de traitement. Contrairement a I'encastrement
des noeuds de frontiére qui exige le positionnement de la limite de troncature a des

distances tres éloignées, afin d’aboutir a des résultats acceptables.

Considérons maintenant un chargement Q(t) de courte durée, qui est une impulsion de
forme triangulaire (figure 5.11), appliquée brutalement a la surface libre du plan

semi—infini. Dans ce cas, la limite de troncature est positionnée a une distance R = 50 m

0.4} 1
0.2} 1

Q(t) (Mpa)

0
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.02
temps (sec)

Figure 5.11 : Impulsion de forme triangulaire.
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a partir de lorigine. L’histoire des déplacements verticaux repérés sur les points A et B

produits par I'application de cette impulsion est montrée sur la figure 5.12 suivante :

2 ; ; ; ; ; ; ; . . . . 0.75

0.25

EF(enc)
---------- EF(FR)

(b) EF(enc)

---------- EF(FR) -

déplacement vertival (cm)

-10 EFI B

EFI B

_12 Il Il Il Il Il Il Il Il L Il Il ‘15
0 025 05075 1 125 15175 2 225 25 275 3 0 0250507 1 125 1517 2 22525275 3

temps (sec) temps (sec)

Figure 5.12 : Déplacements verticaux engendrés par une impulsion de forme triangulaire.

(a) : Déplacements verticaux repérés sur le point d’observation A ;
(b) : Déplacements verticaux repéerés sur le point d ’observation B.

Dans les premiers temps de I'application de la charge, on observe un accord entre les
courbes des déplacements pour tous les modes de traitements de la limite de troncature
considérés, d’'ou on constate les mémes valeurs des pics et qui se produisent aux mémes
instants sur chaque point d’observation considéré. Cela peut étre expliqué par la courte
durée de la charge brutale qui ne procure pas le temps nécessaire aux modes de
traitement, qui tiennent compte des effets radiatifs, de se réagir. Par ailleurs, la
différence entre les différents modes de traitement de la limite de troncature, ne peut
étre observée qu'apres la cessation du chargement ot on remarque des fortes oscillations
de la solution d’éléments finis classique EF(enc), qui est engendrée par la réflexion
d’énergie produite par l'encastrement des nceuds de frontiére. De mémes oscillations
peuvent étre aussi observées pour les solutions du modele d’éléments finis avec frontiere
radiative EF(FR) et le modele de couplage éléments finis—infinis EFI, mais qui restent
toujours faibles. On note aussi que la différence entre les différents modeles utilisés est
notable sur le point d’observation B et non pas sur le point A qui se situe dans la surface

chargée.

Dans ce qui suit, nous allons voir l'influence de la pulsation d’excitation sur la réponse
des différents modéles utilisés. Pour cela, on a positionné la limite de troncature a
R =50m et on a considéré deux charges sinusoidales de méme amplitude, qui est de
100 Kpa et de pulsations différentes (figure 5.13) I'une est de 5rd/sec et l'autre est de
15 rd/sec. Les courbes des déplacements verticaux repérés sur le point B, en fonction du

temps, pour chaque chargement, sont illustrées sur les figures 5.14.
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Figure 5.13 : Chargement de forme sinusoidale.
(a) : Avec une pulsation de 5 rd/sec ; (b) : Avec une pulsation de 15 rd/sec.
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Figure 5.14 : Déplacements verticaux repérés sur le neeud B engendrés par des charges
sinusoidales de pulsations différentes.

(a) : Pour une pulsation d’excitation égale a 5 rd /sec ;
(b) : Pour une pulsation d’excitation égale a 15 rd /sec.

On note immédiatement sur ces deux figures que malgré les deux chargements
considérés présentent une méme amplitude or que les déplacements résultants sont tres
différents, d’ou on observe que les pics obtenus par un chargement de pulsation 5 rd/sec
sont trés importants par rapport a ceux obtenus par un chargement de pulsation
15 rd/sec. Ce qui signifie que dans le cas d'un chargement vibratoire, la solution dépend
essentiellement de la fréquence d’excitation et non pas de Pamplitude. On note aussi que
pour une méme pulsation d’excitation, les différents modéles utilisés ne fournissent pas
les mémes allures de déplacements. Cela peut étre expliqué par la différence entre les
pulsations propres obtenues par chaque modéle, en outre, plus la pulsation d’excitation

est proche de la pulsation propre, plus la solution est importante.

5.5 Conclusion

Le traitement de la limite de troncature par des éléments infinis, ou par des frontiéres

radiatives, améliore énormément la solution recherchée. Mais, dans le cas dun
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chargement de courte duré, 'apport de ces deux modes de traitement a la solution

recherchée ne peut étre observé qu’apres la cessation de la charge.
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Conclusion générale

Ce travail fait I'objet d'un mémoire de Magister dont le théme est le traitement des
conditions aux limites de troncatures des milieux non bornés en dynamique des
structures. Deux milieux de nature différente sont traités dans le cadre de ce mémoire, a
savoir les fluides et les sols. La géométrie non bornée de ces deux milieux est prise en
compte par des frontiéres radiatives imposées sur la limite de troncature ou par
l'utilisation des éléments infinis. A cet effet, des programmes de calculs ont été réalisés
et développés pour le calcul des pressions hydrodynamiques dans le fluide et de la
réponse en déplacements dans le sol. Les conclusions les plus importantes qui peuvent

étre tirées de ce travail sont :

e La discrétisation d'une frontiére absorbante a la limite de troncature conduit a une
matrice d’amortissement non proportionnelle qui exige la résolution dans le
domaine temporel par la méthode d’intégration directe pas a pas. Par contre, les
éléments infinis fournissent des matrices orthogonales dont le systéme peut étre
résolu par la méthode de superposions modales.

e Le traitement de la limite de troncature par des éléments infinis permet d’inclure
les effets radiatifs dans le probleme des valeurs et vecteurs propres, contrairement
aux frontiéres absorbantes qui n’interviennent pas dans l'analyse des vibrations
libres.

¢ L’influence de la troncature d'un domaine fluide sur la réponse hydrodynamique est
plus prononcée dans le cas de 'hypothése d’un fluide compressible que dans le cas
d’un fluide supposé incompressible.

e L’apport des éléments infinis a la solution hydrodynamique est visible dans le cas de
I'hypothése d’'un fluide incompressible ou dans le cas des pulsations d’excitations
inférieures a la pulsation fondamentale. Dans le cas contraire, une faible quantité
d’amortissement critique doit étre introduite pour améliorer la solution recherchée.

e Dans le cas d'un plan sol semi-infini, apport des éléments infinis ne peut étre

observé que pour des chargements statiques ou des chargements non vibratoires.
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Conclusion générale

L’utilisation des éléments infinis peut en fonction du contenu fréquentiel de
Pexcitation, d’amplifier la réponse hydrodynamique ou la réponse en déplacements
au lieu de les atténuer.

Dans le cas d’'un chargement de courte durée, tous les modes de traitement de la
limite de troncature conduisent a la méme solution au moment de 'application de la
charge, et la différence ne peut étre observée qu’apres cessation de chargement. Ce
qui signifie qu'un chargement brutal ne procure pas le temps nécessaire aux
différents modes de se réagir.

L'implémentation des éléments infinis ou d'une frontiére radiative dans un
programme de calcul par éléments finis permet, dune part d’accélérer la
convergence de la solution recherchée et d’autre part, de positionner la limite de
troncature a une distance beaucoup plus proche. Ce qui permet des gains

importants en termes de temps de calcul et de précision des résultats.

Les perspectives de ce travail sont ainsi les suivantes :

Le traitement des conditions aux limites de troncatures par des éléments infinis
périodiques qui contiennent dans leurs fonctions de formes des termes représentant
la propagation d’'ondes vers I'infinis.

L/utilisation de la technique de couplage éléments finis—éléments de frontieres qui
tient en compte automatiquement du caractére ouvert du domaine non borné par la

solution fondamentale.
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Annexe A : Intégration numérique

A.1 Intégration de Gauss—Legendre
La formule de Gauss—Legendre est donnée par :

+1

dx = i/ (a;
| fGdx ;wfm

(A.1)

Les abscisses est les poids d'intégration numérique de Gauss—Legendre sont donnés dans

le tableau suivant :

Tableau A.1 : Abscisses et poids d'intégration numérique de Gauss-Legendre.

Nombre i | Abscisse +a; | Poids w;

Ordren=1

1 | 0.000000000000000 | 2.000000000000000
Ordren =2

1 | 0.577350269189627 | 1.000000000000000
Ordren =3

1 0.000000000000000 0.888888888888889

2 0.774596669241483 0.555555555555555
Ordren = 4

1 0.339981043584856 0.652145154862546

2 0.861136311594053 0.347854845137454

A.1 Intégration de Gauss—Laguerre

La formule de Gauss—Laguerre est donnée par :

“+oco

f(x)e™*dx = Z w; f (a;)
i=1

0

(A.2)

Les abscisses est les poids d’'intégration numérique Gauss—Laguerre sont donnés dans le

tableau 4.2 :
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Tableau A.2 : Abscisses et poids d’intégration numérique de Gauss-Laguerre.

Nombre i | Abscisse +a; | Poids w;

Ordren=1

1 | 0.100000000000000 E+01 |  0.100000000000000 E+01
Ordren =2

1 0.585786437626904 E+00 0.853553390593273 E+00

2 0.341421356237309 E+01 0.146446609406726 E+00
Ordren =3

1 0.415774556783479 E+00 0.711093009929173 E+00

2 0.229428036027904 E+01 0.278517733569240 E+00

3 0.628994508293747 E+01 0.103892565015861 E-01
Ordren = 4

1 0.322547689619392 E+00 0.603154104341633 E+00

2 0.174576110115834 E+01 0.357418692437799 E+00

3 0.423662029692113 E+01 0.388879085150054 E-01

4 0.939507091230113 E+01 0.539294705561327 E-03
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Annexe B : Méthodes de résolution

Considérons le systeme d’équations différentielles suivant :
(KU} + [C){U} + [MI{U} = (F(©)} (B.1)

Les méthodes de résolution du systéme (B.1) dans le domaine temporel sont de deux

types : I'intégration directe pas a pas, et de superpositions modale.
B.1 Méthode de I'intégration directe pas a pas

La technique employée est la méthode d’accélération moyenne constante qui soutient que
Paccélération relative de chaque degré de liberté est constant durant un laps de temps At
(figure B.1).

.
|
ii(t + At) °
$u(t>
G o
—.
t t+ At

Figure B.1 : Hypothése de [’accélération moyenne constante.

L’accélération relative pendant un pas de temps, s’écrit comme suit :
. 1. . 1. .
() =7 [ + (e +40] = S [24(6) + 44 (0)] (B.2)

On obtient la vitesse du degré de liberté i pendant un laps de temps en intégrant

léquation (B.2):
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N =

w; (1) = 5 [21;,(8) + A4 (O] 7 + w; (8) (B.3)

Le déplacement relatif au degré de liberté i pendant un pas de temps a son tour est

obtenu par l'intégration (B.3):

u; (1) = = [21; () + Aii; (©)] T2 + 1, ()7 + u; (t) (B.4)

e

A la fin du pas de temps T = At, 'accélération, la vitesse et le déplacement deviennent :

(4, (t + 46) = %[Zﬁi(t) + 4L, (0)]
L (e + At) = %[Zﬁi (t) + 4ii; (t)]At + w; (t) (B.5)
(Wt +4t) = % [2ii;(t) + Aii; (£)] At? + 1, () At + u; ()

Les incréments de vitesse et de déplacement durant le pas de temps s’obtiennent :

Au;(t) = l [2i1; (t) + Aii; ()] At
2
1 (B.6)
Au;(t) = 7 [2i1;(t) + Aii; (£)] At? + u; () At
La forme incrémentale de 'équation (B. 1), s’écrit -
[K]. Au; (t) + [C]. Aw; () + [M]. Aii; (t) = AF(t) (B.7)

En remplagant les Aw; et Au; par leurs expressions dans (B.7), on obtient le systeme

linéaire suivant :

[M*]. 41; (t) = AP*(¢) (B.8)
Avec :
At At?
4([M 1= ]+ 2 1)+ 2 1K)

LAP*(t) = AP(t) — |[C]ii;(t) At + [K] (ﬁi(t)T + 1, (t)At)
Ail; (t) est obtenu en résolvant le systéme (B.8). A la fin du pas de temps :
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i (t + At) = Aiy; (t) + i;(t)
u; (t + At) = Aw; (t) + u;(t) (B.10)
u; (t + At) = Aw; (t) + u;(t)

B.2 Méthode de superposition modale

La stratégie de base de l'analyse modale consiste a introduire une transformation
linéaire des variables, en utilisant la matrice modale [®]. Cette transformation convertie
les équations différentielles des coordonnées géométriques en un nouveau systéme de

coordonnées normales ou principales.
{U} = [ol{Y} (B.11)

U et Y sont respectivement les vecteurs de coordonnées géométriques et de coordonnées
normales, et ® la matrice modale qui permet de passer des coordonnées normales aux

coordonnées géométriques.
Pour le découplage des équations, en remplacant I’équation (B.11) dans (B.1) :
[K1[®){Y} + [Cl[@){Y} + [M][@]{V} = {F(t)} (B.12)

En prémultipliant I'équation (B.12) par la transformation d'un mode de vibration

particulier ®;, on obtient :
(P KI[@1{Y} + (@) [CPUY} + (@) MI[@1{V} = (®,){F ()} (B.13)

En utilisant les propriétés d’orthogonalité des modes de vibration, pour i # j:

(@)[K]{#} =0
(@)[CHo} =0 (B.14)
(@) [M]{#;} =0

Alors une seule relation en y; de I'équation (B.13) demeure :
Ky + Gy + Miy; = Fi(t) (B.15)

Avec:
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( Ki= (PHKI{P;}
{ G = ((pi)[c]{(pi}
M; = (¢i)[M]{§bi}
Fi(6) = (& 1{F ()}

(B.16)

Les expressions K;, C;, M; et F; représentent respectivement rigidité, amortissement,

masse et force généralisées du mode de vibration i.

En divisant I'’équation (B.15) par M;, on obtient :

2 . o Fl(t)
Wiy + 28w,y + Y = ST (B.17)
l
Avec:
A B.18

w; et & désignent respectivement la pulsation propre et le facteur d’amortissement du
mode de vibration i. La solution explicite de 'équation (B.17) s’obtient par 'intégrale de

Duhamel :

t
1
y;i (t) = — fF(T)e_fi“’i(t_f)sin(wm(t —1))dr (B.19)
i 0

wp; la pulsation des vibrations amorties du mode i et qui est donnée par :
Wp; = Wi 1—51 (BZO)

Apres avoir trouvé la solution de chacune des coordonnées principales y;, on détermine la
réponse de chaque degré de liberté en utilisant la transformation de I'équation (B.11).

La réponse géométrique d'un degré de liberté i particulier u;(t) s’obtient par :
n
j=1
avec @ le degré de liberté i du mode j.
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