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Introduction générale

La théorie des jeux est apparue au début des années 40. Elle se propose d’étudier
toute situation dans laquelle des individus inter-agissent. Cette théorie définit 1’étude
des comportements rationnels des individus en situation de conflits. Elle a été appliquée
pour la premiere fois dans les sciences économiques. Par la suite, il a été apercu que les
jeux sont présents dans des domaines aussi inattendus que la biologie, la sociologie ou
I'informatique. . .

La théorie des jeux est née "officiellement” en 1944 avec 1'ouvrage fondateur "Theory
of Games and Economic Behavior” du mathématicien J.Von Neumann et de ’économiste
O. Morgenstern. Cette théorie prend comme hypothese principale la rationalité forte des
individus. Chaque individu cherche a maximiser ses gains personnels en prenant en consi-
dération le comportement de ses adversaires. La théorie classique cherche a trouver la
meilleure solution pour résoudre les conflits. Dans ce cadre, les théoriciens des jeux ont
introduit la notion d’équilibre (Nash notamment). Cette notion peut conduire chaque
individu a une situation de non regret, mais elle ne peut pas lui garantir un gain optimal.

Depuis son apparition, la théorie des jeux classique a connu un grand intérét no-
tamment chez les économistes, les sociologues et les philosophes pour pouvoir étudier et

analyser le comportement des individus dans la vie réelle.

Pour remédier aux différents problemes posés par la théorie des jeux classique (c’est-
a-dire le probleme de rationalité des individus, le probleme de recherche des équilibres, la
caractérisation de ces équilibres,...), les chercheurs ont introduit une autre approche "la
théorie des jeux évolutionnaires”. Son but principal consiste a étudier ’évolution dyna-
mique des populations et analyser le comportement des différents individus.

La théorie des jeux évolutionnaires s’est développée a la suite des travaux du biologiste

John Maynard Smith [78, 77, 76]. Depuis les années 1980, une abondante littérature
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s’est développée aussi bien en économie qu’en biologie théorique et la théorie des jeux
évolutionnaires s’est imposée comme un outil majeur d’analyse dans ces deux disciplines
(86, 43].

Cette théorie est vue comme étant une application de la théorie des jeux classique dans
les contextes biologiques, en admettant que la fréquence de la capacité de reproduction
introduit un aspect stratégique pour I’évolution. Elle a été développée en premier par
R.A. Fisher en 1930 [28], pour expliquer 1’égalité approximative dans le rapport des sexes
pour les mammiferes. Fisher a montré que, dans une telle situation, I’évolution dynamique
conduit a un rapport des sexes fixe avec un nombre égal de males et de femelles. Depuis
ce résultat, plusieurs études ont été entamées dans le domaine de la théorie des jeux
évolutionnaires.

Cependant, la terminologie de "théorie des jeux évolutionnaires ” a été utilisée pour
la premiere fois en 1961 par R.C. Lewontin [52], qui a introduit la premiere application
de cette théorie en évolution biologique : dans 1’étude de 1’évolution des mécanismes
génétiques, modélisée comme un jeu entre ’espece et la nature, ce qui débouchait sur un
équilibre défini comme maxmin (le mécanisme effectif est celui qui donne les plus grandes
chances de survie a I'espece, quand la nature est la plus défavorable).

L’idée a été reprise par Mac Arthur [54] et Hamilton [38], dans I’étude de la répartition
des sexes au sein de la progéniture, mais cette fois il s’agissait déja d’'un jeu entre indi-
vidus (pour Hamilton), et la notion d’équilibre explicitée par Mac Arthur coincide avec
celle de stratégie évolutionnairement stable qu’énoncera plus tard Maynard Smith. Par
la suite, Maynard Smith [76] définit le concept d’une stratégie évolutionnairement stable
(Evolutionary Stable Strategy : ESS) et écrit son livre "Evolution and the theory of game”
en 1982 [77] suivi par le travail d’Axelrod en 1984 [8].

Plusieurs cas ont été traités, notamment par Hamilton en 1967, qui a analysé le cas ou
les especes ont souvent un grand exces de femelles. Le comportement animal a été analysé
par G.C. Price (I’évolution du comportement rituel des rencontres chez les animaux).
Les exemples d'un tel comportement ont été discutés par Lewontin [52] qui a appliqué la
stratégie du Minimax a 1’évolution du comportement des animaux, Lorenz [53], Huxley
[45], Geist [35], Kummer [49]. En 1973, Maynard Smith ainsi que Parker [64], Gale et
Eaves [34] ont appliqué le concept de la stratégie évolutionnairement stable au jeu du

Hawk and Dove (le Faucon et la Colombe).
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L’application de la théorie des jeux a la génétique évolutive a d’abord été proposée par
Lewontin [52], mais elle est 'ceuvre de Maynard Smith [77]. Les problemes sont divers et
incluent non seulement le comportement des animaux dans des situations de rencontres,
mais également des problemes de différents domaines : I’économie, la médecine, I'informa-
tique, etc.

En sociologie et en économie, il est supposé que chaque individu (joueur ou agent)
établit, par un raisonnement, la meilleure stratégie a adopter, en supposant que ses ad-
versaires sont également guidés par la raison [76]. Ceci mene au concept de la stratégie
de "Minimax”, dans lequel un joueur se comportant de fagon a réduire au minimum ses
pertes en supposant que son adversaire se comporte afin de les maximiser. Clairement, ce
ne serait pas une approche valide aux conflits entre animaux. Le concept d’une stratégie
évolutionnairement stable a été introduit.

La théorie des jeux évolutionnaires a connu par la suite un tres grand intérét notam-
ment dans les sciences biologiques, économiques et sociales. Ce développement dans les
sciences dérive principalement de trois aspects.

Premierement, 1’évolution traitée par la théorie des jeux évolutionnaires n’est pas né-
cessairement une évolution biologique. Evolution peut étre interprétée comme étant une
évolution culturelle qui réfere aux changements des croyances et des cultures dans le
temps.

Deuxiemement, '’hypothese de rationalité sur laquelle est basée la théorie des jeux
évolutionnaires est, dans la plupart des cas, la plus appropriée pour modéliser les systemes
sociaux.

Troisiemement, la théorie des jeux évolutionnaires, en tant que explicitement dyna-
mique, fournit un élément important qui n’apparait pas dans la théorie classique. La
théorie des jeux classique impose un degré de rationalité tres élevé sur les individus, or
dans la théorie des jeux évolutionnaires, I’hypothese de rationalité est affaiblie.

De nombreux résultats d’économie expérimentale [36], ont montré que cette hypothese
forte de rationalité ne décrit pas le comportement réel des humains. Un humain est rare-
ment un individu hyper-rationnel comme le décrit la théorie des jeux classique. La théorie
des jeux évolutionnaires permet de décrire et de prédire les choix des différents individus
lorsqu’ils se trouvent en face d’hypotheses de rationalité plus faibles.

Von Neumann et Morgenstern ont montré dans [60, 25| que leur théorie est complete-
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ment statique. Par contre, la théorie des jeux évolutionnaires est une théorie dynamique.
Elle permet de modéliser explicitement la dynamique présente dans les interactions entre
les individus d’une population.

Weibull [86] montre qu’avec la notion d’équilibre de Nash, la propriété de stabilité
évolutionnaire, n’explique pas comment une population arrive a une telle stratégie. A la
place, elle cherche si, une fois atteinte, une stratégie est robuste dans un cadre d’évolution,
ce qui signifie que la théorie des jeux classique ne peut pas suivre la dynamique d’évolution
des populations.

L’incapacité a modéliser un élément dynamique du jeu dans la théorie des jeux clas-
siques et I'incorporation naturelle de la dynamique dans la théorie des jeux évolutionnaires
donne un avantage important a la théorie des jeux évolutionnaires.

Les jeux évolutionnaires offrent des possibilités intéressantes latentes considérables
pour modeler les issues économiques substantives. Ils promettent des prévisions plus riches
que les modeles orthodoxes de jeu, mais exigent souvent des caractéristiques plus étendues.

La théorie des jeux évolutionnaires connait aujourd’hui un certain intérét aupres des
économistes [93], car elle permet de répondre aux problémes posés par les jeux classiques
utilisés en économie dans la détermination des équilibres.

Les individus ne sont pas dotés de capacités décisionnelles conduisant au choix d’une
stratégie particuliere qui leur assurera un gain maximum parmi un ensemble de stratégies.
Dong, les individus sont caractérisés par une rationalité limitée [77, 55].

Les biologistes ont adapté étroitement les modeles évolutionnaires, par la suite com-
prenant les jeux évolutionnaires, pour les adapter dans des applications biologiques. C’est
seulement tres récemment que les théoriciens économiques ont commencé a réadapter les
modeles évolutionnaires pour des applications économiques.

Donc, les économistes doivent réadapter la théorie évolutionnaire aux sciences écono-
miques avant que les modeles évolutionnaires de jeu puissent devenir courants et répandus.
Nous devons jeter certaines des adaptations biologiques et développer de nouvelles adap-
tations pour des sciences économiques.

L’objectif de ce mémoire est I’étude des comportements des agents notamment dans
des situations de conflit, dans le cadre particulier des jeux évolutionnaires et de réaliser
une synthese des travaux sur la théorie des jeux évolutionnaires comprenant les éléments

mathématiques fondamentaux de la théorie des jeux évolutionnaires. Pour cela, il fallait
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introduire les notions d’équilibre, notamment les stratégies évolutionnairement stables,
étudier leurs propriétés et leurs caractéristiques.

Dans le premier chapitre, nous allons proposer un rappel des notions essentielles sur
les ensembles, les fonctions, les compacts.

Dans le deuxieme chapitre, nous donnerons quelques rappels sur la théorie des jeux
classique : des définitions, des différents types de jeux, la notion d’équilibre de Nash
essentielle, les domaines d’application de la théorie des jeux.

Le troisieme chapitre est consacré aux jeux évolutionnaires, nous introduisons le
concept de base d’équilibre ou de solution spécifique a la théorie des jeux évolutionnaires
sous forme stratégique, celui de stratégie évolutionnairement stable (ESS).

Nous consacrons le quatrieme chapitre, au concept de stratégie évolutionnairement
stable (ESS)d’une maniere explicite en présentant les propriétés et les caractéristiques
d’ESS. Nous terminerons par un théoreme qui nous montre la relation entre le concept de
stratégie évolutionnairement stable et celui de replication dynamique.

Notre objectif dans le cinquieme chapitre sera de présenter une application de la théorie
des jeux évolutionnaires en économie, notamment, une étude détaillée d’un probleme de
concurrence d’entreprises.

Nous terminons ce mémoire par une conclusion, ol nous relaterons les principaux
résultats et les apports originaux de notre travail qui s’inscrit dans le cadre de la théorie

des jeux, ainsi que quelques directions de recherche.
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Chapitre 1
Généralités

Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons les notions d’analyse qui seront utilisées dans ce
mémoire, telles que les espaces topologiques et métriques, les fonctions et les correspon-
dances, leurs continuités ou semi-continuités. Nous commencons par la base fondamentale

de 'analyse qui sont les espaces topologiques.

1.1 Espaces topologiques

La topologie générale ne constitue un corps de doctrine cohérent que depuis un demi-
siecle ; elle est 'aboutissement d’un mouvement d’idées qui remonte a 'antiquité.
Les notions de limite et de continuité s’imposerent aux mathématiciens grecs des qu’ils

tenterent de préciser la notion de nombre [17].

Définition 1.1.1. [29] Soit X un ensemble quelconque que nous appellerons support. On
appelle topologie de X toute famille # de sous-ensembles G C X satisfaisant aux axiomes
suivants :

1. ensemble X lui méme et ’ensemble vide () appartiennent a 6,

2. toute réunion |J G, (finie ou infinie) et toute intersection finie ﬁ G, d’ensembles

de 6 appartienncént af. =

L’ensemble X avec une topologie donnée 6, c-a-d, le couple (X, @) s’appelle espace
topologique.

Nous désignerons le couple de la forme (X, ) par la lettre X.

Les ensembles appartenant a la famille 6 sont dits ouwverts.
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Définition 1.1.2. [29] Les complémentaires des ensembles ouverts sont appelés ensembles

fermés de l'espace topologique X.

Des axiomes 1 et 2, il résulte, en vertu de la relation de dualité entre les ensembles
ouverts et les ensembles fermés, que

1. Les ensembles () et X sont des ensembles fermés.

2. Toute intersection (finie ou infinie) et toute réunion finie d’ensembles fermés sont

des ensembles fermés.

Définition 1.1.3. (Voisinage)[29][17]
On appelle voisinage d’un point x € X, tout sous-ensemble V' de X contenant un ouvert
contenant x.

Ainsi tout ouvert contenant x est un voisinage de x.

On appelle voisinage d'une partie A de X, tout sous-ensemble de X contenant un

ouvert contenant A.

On désigne, en général, par V(z) 'ensemble des voisinages V' de z.

1.1.1 Intérieur, frontiere d’'un ensemble

Définition 1.1.4. (Point adhérent)[39]
Soit A une partie de X. On dit qu'un point x de X est adhérent a A, si tout voisinage de
x rencontre A.

On note A I’ensemble des points adhérents & A et on écrit :
€A== VYVeV(x), VNA#D.

Définition 1.1.5. (Fermeture d’un ensemble)[17]
On appelle fermeture d’un ensemble A, le plus petit ensemble fermé de X contenant A.
Cette définition permet de voir facilement que A C A, c’est-a-dire que tout point de

A en est adhérent.

Définition 1.1.6. (Point d’accumulation)[39]
On dit que x est un point d’accumulation d’une partie non vide A, si tout voisinage de A
contient un point de A autre que z, autrement dit, s’il est adhérent a A\ {z}.

On appelle 'ensemble des points d’accumulation [’ensemble dérivé de A.

On écrit :
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z point d’accumulation de A <= VYV € V(z), V' \ {z} N A # 0.

Définition 1.1.7. (Points intérieurs, Intérieur d’un ensemble)[39]
Soit A un sous-ensemble d'un espace topologique (X, 6).
On dit que z € A est un point intérieur a A, si A est un voisinage de x.

L’intérieur de A (qu’on note int(A)) est 'ensemble des points intérieurs de A. C’est
aussi la réunion éventuellement vide, de tous les ouverts contenus dans A. C’est donc le
plus grand ouvert contenu dans A.

Ainsi, on a la relation qui caractérise les ouverts :
int(A) = A <= A est ouvert.

Définition 1.1.8. (Frontiére d’un ensemble)[39]
Soit A un ensemble d’'un espace topologiques X. On appelle frontiere de A, le sous en-
semble noté JA de X constitué des points adhérents a A et a son complémentaire. Plus

précisément, un point = de X est un point frontiere de A, si tous ses voisinages rencontrent

Aet CxA. On a

Définition 1.1.9. (Espace séparé)|39]

On dit qu'un espace (X, ) est séparé (ou que la topologie est séparée), s'il satisfait a la
condition suivante : pour tout x, y de X avec x # y, il existe un voisinage V' de x et un
autre W de y tels que VN W = ().

Un espace vérifiant cette condition est dit aussi espace de Hausdorff.

1.1.2 Espaces compacts

La notion de compacité jouit d’une place tres importante et particuliere parmi les
notions de I'analyse mathématique. Elle permet, entre autre, a plusieurs étres mathéma-
tiques d’atteindre la majorité de leurs propriétés topologiques. C’est le cas, par exemple,

des suites et des fonctions, en général.

Définition 1.1.10. (Recouvrement)|39]
Soient (X, ) un espace topologique de Hausdorff et (4;);cz, une famille de 2X.

On dit que (A;);er est un recouvrement de lespace X, sl vérifie X = J A;.
IEL
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On dit que (A;)er est un recouvrement ouvert de X, si chacun des éléments A; de la

famille (A;);cr, est ouvert.

Définition 1.1.11. (Espace compact)[17]
On dit qu’un espace X est compact s’il est séparé et si de tout recouvrement ouvert de

X on peut extraire un sous-recouvrement fini de X.
Le théoreme qui suit rassemble quelques résultats sur la compacité.

Théoreme 1.1.1. [29/[17]
1. Dans un espace compact, toute suite de points possede au moins une valeur d’adhé-
rence.
2. S cette suite possede une seule valeur d’adhérence, la suite converge vers cette

valeur.

w

Toute partie infinie A d’un espace compact X a au moins un point d’accumulation
dans X.

Toute partie A de X qui n’a aucun point d’accumulation dans X est finie.

Tout sous-ensemble fermé d’un espace compact est un espace compact.

Un compact est fermé dans tout espace de Hausdorff qui le contient.

Ne o

Pour toute application continue f d’un espace compact X dans un espace séparéy,

le sous-espace f(X) de'Y est compact.

8. Soit X un espace compact et f une fonction continue sur X. Alors f est bornée sur
X et atteint sa borne supérieure et inférieure.

9. Les compacts de R sont les parties fermées bornées de R.

10 Dans tout espace séparé, la réunion de deux compacts est un compact; toute inter-

section de compacts est un compact.

11. Tout produit fini d’espaces compacts est compact.

Définition 1.1.12. (Ensemble relativement compact)[17]
On dit qu’une partie A d’un espace topologique de Hausdorff est relativement compacte

si sa fermeture A est compacte.

Définition 1.1.13. (Espace localement compact)[17]
On appelle espace localement compact tout espace séparé X dont tout point possede au

moins un voisinage compact.
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1.2 Espace métrique

Soit X un ensemble.

Définition 1.2.1. (Distance)|[5]
On appelle semi-distance sur X (ou écart sur X) une fonction d de X x X dans R,

vérifiant les trois propriétés suivantes :

i) Vo, y € R d(z, y) >0,
i) d(z, y) = d(y, =) (symétric),
iti) d(z, y) £ d(x, z) +d(z, y) (inégalité triangulaire).

On appelle distance sur X (ou métrique sur X) une semi-distance vérifiant en outre :
d(z, y) =0 si et seulement si x = y.

On appelle Espace métriqgue (X, d) la donnée d’un ensemble X et d’une distance d

définie sur X.

1.2.1 Boules et diametres

Définition 1.2.2. (Les boules)[5]
Considérons un espace métrique (X, d). Nous appellerons boule ouverte de centre z et de
rayon ¢ l’ensemble

B,(z, ¢) ={y € X tels que d(z, y) < e}

et boule fermée de centre x et de rayon € ’ensemble
B(z, ¢) = {y € X tels que d(z, y) < ¢}.

Proposition 1.2.1. [5/
1. Toute boule fermée B(x, €) est un fermé.
2. Tout ensemble réduit a un point est fermé.

3. Toute boule ouverte B,(x, €) est un ouvert.

Définition 1.2.3. (Suites convergentes)|[5]
Soit (X, d) un espace métrique. Une suite {x,}, d’éléments x,, de X converge vers z si
la suite des nombres réels d(z,, x) converge vers 0, c’est-a-dire si

Ve > 0, dNo(e) € N tel que Vn 2 Ny(g), on ait d(z,, x) < €.
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Définition 1.2.4. (Suite de Cauchy)[5]
Soit (X, d) un espace métrique. Une suite {x,}, est appelée une suite de Cauchy si elle
vérifie :
Ve >0, 3Ny € N tel que Yn, m = Ny, on ait d(x,, z,) = €.
Ou encore : {x,}, est une suite de Cauchy si nhg)lo 0(A,) = 0 (ou §(A,) désigne le

diametre de A, = {Zp }>n)-

Proposition 1.2.2. [5] Toute suite convergente est de Cauchy.

Toute sous-suite d’une suite {x,}, convergeant vers x converge vers x.
Proposition 1.2.3. [5] Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

i) x est limite d’une sous-suite {x,, } extraite de la suite {x,},
i) Ve >0 et Vn = 0, Im = n tel que d(z,, ) = ¢,
ii1) Vn € N, x est adhérent a l'ensemble Ap, = {Tm }m>n-

Définition 1.2.5. (Valeur d’adhérence)[5] Nous dirons que x est une valeur d’adhé-
rence de la suite {z,}, si I'une des trois conditions équivalentes de la proposition 1.2.3

est satisfaite.

Définition 1.2.6. (Espace métrique complet)[5]
Nous dirons quun espace métrique (X, d) est complet si toute suite de Cauchy {z,},

d’éléments z,, € X a une limite x € X.
Cette définition peut étre étendue a n’importe quel sous-ensemble de X.

Proposition 1.2.4. [5] Soit X un espace métrique.
a) Si X est un espace métrique complet, tout sous-ensemble fermé de A C X est
complet.

b) Si X est un espace métrique et si A C X est complet, alors A est fermé.
Proposition 1.2.5. [17] La topologie de tout espace métrique est séparée.

Définition 1.2.7. (Fonctions continues)[17]
Une application f de (X, dx) dans (Y, dy) est continue au point a si pour toute suite
d’éléments x,, de X convergeant vers a, la suite {f(x,)} converge vers f(a) dans Y,

formellement on a :

Ve € X, Ve >0, In > 0 tel que (dx(a, ) =n) = (dy(f(a), f(z))

A

£).

f continue sur X si elle est continue en tout point = de X.
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Fonctions semi-continues

Considérons une fonction numérique f définie sur un espace métrique X. La continuité
de f en x, signifie que pour tout ¢ > 0, il existe n = n(z, €) tel que f(x) —e < f(y)
et f(y) £ f(z) + € pour tout y € B(z, n). Cela suggere de considérer les fonctions ne
vérifiant qu'une des deux inégalités ci-dessus, méme dans le cas ou les fonctions prennent
des valeurs infinies. Dans ce cas, comme on ne peut pas écrire f(x) —e < f(x) lorsque
f(z) = +o0, on remplace f(z) —e < f(z) par A < f(x), qui a un sens a la fois quand
f(z) est fini et infini.

Définition 1.2.8. (Semi-continuité supérieure et inférieure)[5]
Soit f une fonction définie sur un espace métrique X a valeur dans R U {+oc}. On dit

que f est semi-continue inférieurement en x si la condition
VA < f(z), In=n(A, z) tel que Vy € B(z, 1), A = f(y)

est satisfaite. On dit que f est semi-continue supérieurement en x si — f est semi-continue
inférieurement en x.
Une fonction f est dite semi-continue inférieurement sur X (resp. supérieurement) si

f est semi-continue inférieurement en tout point x € X (resp. supérieurement).

1.2.2 Ensembles compacts dans un espace métrique

Définition 1.2.9. (Sous-ensemble compact)|[5]
Nous dirons qu’un sous-ensemble A de X est compact si toute suite infinie {z,,} d’éléments
r, de A a au moins une valeur d’adhérence appartenant a A, c’est-a-dire si 'on peut

extraire de toute suite une sous-suite convergente vers un élément de A.

Proposition 1.2.6. [5/ Soit A un sous-ensemble compact de X.

a) A est fermé,

b) A est complet,

c) A est borné,

d) Si x est l'unique valeur d’adhérence d’une suite {x,}
d’éléments x,, € A, alors x = nh_)rrgo Tn,

Proposition 1.2.7. (Borel-Lebesgue)[5] Pour qu’un sous-ensemble A de l’espace RP

soit compact, il faut et il suffit qu’il soit fermé et borné.
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1.3 Correspondance

Définition 1.3.1. (Correspondance)
Soient F et F' deux espaces topologiques. Une correspondance C' de E dans F est une

application qui associe a tout  de E un sous-ensemble C'(z) de F

C: FE—F
xr — C(x)

Définition 1.3.2. On dit qu’une correspondance

C: FE—F
x — C(x)

est semi-continue supérieurement au point g, si
Ve > 0,3 un voisinage V(xzg)/Vx € V(xg), C(z) C C(xg) + €.

ou (3 est la boule unité de F'.

On dit que la correspondance C' est semi-continue supérieurement sur X, si elle I'est

en tout point x € X.
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Chapitre 2

La théorie des jeux classique

Introduction

L’objectif de ce chapitre est d’introduire la notion de jeu, de présenter quelques types
de jeux, notamment la définition formelle du jeu dit sous forme normale. Nous allons
présenter I'un des concepts de solution le plus étudié dans le cadre d’'un comportement

non-coopératif des joueurs qui est celui de 1’équilibre de Nash.

2.1 Qu’est ce qu’un jeu?

La théorie des jeux se propose de mettre sous forme mathématique des situations, ap-
pelées jeux, dans lesquelles des individus (les joueurs) sont en interaction, & la recherche du
gain maximum (hypothese de rationalité). Tout jeu, selon cette théorie, est donc constitué

des trois éléments suivants :
1. Un ensemble de N joueurs, chacun étant caractérisé par un indice ¢, 7 = 1,..., V.

2. Des ensembles Xi, Xo,..., Xy, ou X; est 'ensemble des stratégies du joueur i (i =
1,...,N), dont il choisit un élément (en ayant pour but d’obtenir le gain le plus
élevé possible) ; un élément d’'un ensemble X; est noté x;.

3. Un ensemble de fonctions de gain {u;(.),uz2(.), ..., un(.)}; la fonction u;(.) donnant
le gain u;(x1, za,...,2xN) au joueur ¢, lorsque les choix des joueurs sont donnés par
le vecteur de stratégies (x1, 2, ...,xyN), avec 11 € Xq,22 € Xo,...,2n € Xy .

Dans ce qui suit, on parle de payement pour désigner la perte ou le gain d'un joueur.

Un probleme de jeu est défini par le quadruplet suivant :
N, S, {Xitiens {uitien), (2.1)
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ou

N : est 'ensemble des joueurs participant au jeu,
N ={1,2,... N};

e X : est un ensemble de relations mathématiques décrivant I’évolution du jeu;
e X, : désigne I'ensemble des stratégies admissibles du joueur ¢. On définit
n
X=X xXox..xXy=]] X,
i=1
le produit cartésien des X;, i € N;

e u; : est la fonction de payement du joueur i, i € N,
w X — R.

Le vecteur des fonctions u = (u1, us,...,uy) € RY, indique le payement des N
joueurs.

La fonction de payement u;, du joueur i, peut étre une fonction de gain qu’il doit
maximiser ou une fonction de perte qu’il doit minimiser.

Il y a situation de "jeu” parce que le gain de chaque joueur dépend évidement de
la stratégie qu’il choisit, mais aussi de celles qui sont choisies par les autres joueurs. Un
résultat de ces choix constitue une issue du jeu a laquelle est associé un gain pour chacun
des joueurs. Ces résultats ne dépendent pas de la décision d’un seul joueur et ne dépendent

pas non plus uniquement du hasard, bien que celui-ci puisse intervenir.

2.2 Types de jeux

Définition 2.2.1. (Jeu statique)

On dit qu'un jeu est statique lorsque les joueurs choisissent leurs actions simultanément et
recoivent ensuite leurs gains respectifs. Chaque joueur choisit son plan d’action complet
au début du jeu et au moment de faire son choix il n’est pas informé des choix des autres

joueurs.

Définition 2.2.2. (Jeu dynamique)
On dit qu'un jeu est dynamique lorsque les joueurs choisissent leurs actions alternative-

ment, c¢’est-a-dire que chaque joueur considere son plan d’action non seulement au début
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du jeu, mais plutot a chaque fois qu’il doit prendre une décision pendant le déroulement

du jeu.

Définition 2.2.3. (Jeu a information compléte)

Un jeu est dit a information complete, si chacun des joueurs connait la structure du jeu,
c’est-a~dire : 'ensemble des joueurs, les préférences des joueurs, les regles du jeu et le type
d’information qu’a chaque moment du jeu chaque joueur possede sur les actions entreprises
par les autres joueurs au cours des phases précédentes. Si, au moins, un des joueurs ne

connait pas entierement la structure du jeu, le jeu est dit a information incompleéte.

Lorsqu’il y a une information complete, chaque joueur connait toutes les données du
probleme, pour lui et pour les autres. Toutefois, pour qu’'un jeu soit totalement défini, il
faut que ses regles précisent 1'ordre des coups. Trois types de situations peuvent alors étre
envisageés :

. soit les joueurs font leurs choix de facon séquentielle, dans un ordre précis fixé a

I’avance ;
. soit ils prennent leur décisions simultanément ;
. soit ils font face a des situations mixtes, avec des coups successifs et des coups

simultanés.

Définition 2.2.4. (Jeu a information parfaite)

Un jeu est dit a information parfaite, si chacun des joueurs, au moment de choisir sa
stratégie, a une connaissance parfaite de I’ensemble des décisions prises antérieurement
par les autres joueurs. Un jeu est a information imparfaite, si au moins un des joueurs

ne connait pas, a un moment du déroulement du jeu, ce qu’a joué un des autres joueurs.

2.3 Jeux sous forme extensive

Un jeu est appelé ainsi, lorsque les regles du jeu stipulent que les joueurs interviennent
les uns apres les autres, dans un ordre précis et que le nombre d’actions parmi lesquelles
leurs choix s’exercent est fini. La représentation qui semble la plus appropriée consiste a
tracer un "arbre” (appelé arbre de Kuhn). Une telle représentation est dite forme extensive.
Elle symbolise, en effet, tres bien I'idée de succession et d’enchainement des coups. Un

jeu sous sa forme extensive est donné par un arbre de jeu contenant un nceud initial, des
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nceuds de décisions, des nceuds terminaux et des branches reliant chaque nceud a ceux qui

lui succedent.

Définition 2.3.1. [92] Un jeu sous forme extensive est défini par :
e Iensemble A/ de N > 2 joueurs, indexés par ¢ = 1,...,N. Dans le cas des jeux &
deux joueurs, N = 2.
e pour chaque noeud de décision, le nom du joueur qui a le droit de choisir une stratégie
a ce noeud.
e pour chaque joueur i, la spécification de I’ensemble des actions permises a chaque
neeud ou il est susceptible de prendre une décision.

e la spécification des gains de chaque joueur a chaque nceud terminal.

Exemple 2.3.1. Le pilote et le terroriste

Un terroriste monte sur un avion. Apres 10 Km de vol, le terroriste s’approche du pilote
et le menace de faire exploser I'avion s’il n’atterrit pas a la ville V1. Le pilote a le choix
entre la décision (P) qui consiste a continuer le vol vers la ville V2 et la décision (D) de

suivre la direction de la ville V1. Ainsi, ’ensemble X, des décisions du pilote est
X, ={P,D}.

Apres avoir observé les choix possibles du pilote, le terroriste a le choix entre faire exploser

la bombe (B) ou abandonner (N). D’ou ’ensemble X; des décisions du terroriste est

X, ={B,N}.
Les fonctions de gain du pilote et du terroriste sont respectivement :
up . Xp X Xt —_— R
Uy - Xp X Xt — R

On note par s(; la stratégie du joueur (i), avec i € {p,t}, on a:

(2,0), si s,=P,s;=N;
u(Sp, st) = (Up(Sp, 5t), ut(sp, 8¢)) = ¢ (—=1,1), si s, = B,Vsp;
(1,1), si s,=D,s;=N.

La forme extensive du jeu est représentée dans la figure suivante :
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I Joueur
W /\ ! Pilt:rtE'
B N B N Terroriste
o = =1 o — P =9
‘,T|'¢=—1 ‘,T|'I'=J_ 'FI'E -1 FI'L=D

Fi1G. 2.1 — Forme extensive du jeu : ” Le pilote et le terroriste”.

La matrice des gains associée a ce jeu est :

F1G. 2.2 — Jeu du pilote et du terroriste.

Exemple 2.3.2. Jeu de Pierre, Ciseaux et Papier
Supposons qu’il y a deux enfants, qu’on note Ji, J, jouant ensemble au jeu de Pierre,
Ciseaux et Papier. A chaque affrontement, chacun des deux enfants a le choix entre de
jouer Pierre (Pi) ou ciseaux (C) ou papier (Pa). Comme chacun des deux joueurs a un
ensemble fini de stratégies, alors on se retrouve face a un jeu fini a deux joueurs. Nous
avons les situations suivantes :
e Si Jj joue (Pa) et Jy joue (Pi) alors le papier enveloppe la pierre, donc J; gagne et
recoit un gain égal a 1, Jo perd et aura une perte égale a -1.
e Si J; joue (Pa) et Jy joue (Pa), alors aucun des deux enfants ne va ni gagner, ni
perdre. Donc, J; et Jy auront des gains nuls.
e Si J; joue (Pi) et Jy joue (C) alors la pierre casse les ciseaux, donc J; perd et aura
une perte égale a -1, Jy gagne et recoit un gain égal a 1.
e Si J; joue (Pi) et Jy joue (Pi), alors aucun des deux enfants ne va ni gagner, ni
perdre. Donc, J; et Jy auront des gains nuls.

e Si Jj joue (C) et Js joue (C), alors aucun des deux enfants ne va ni gagner, ni perdre.
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Donc, J; et Jy auront des gains nuls.

e Si Jj joue (C) et Jy joue (Pa) alors les ciseaux coupent le papier, donc J; gagne et
recoit un gain égal a 1, J, perd et aura une perte égale a -1.

e Si J; joue (Pi) et J; joue (Pa) alors le papier enveloppe la pierre, donc J; perd et
aura une perte égale a -1 , J, gagne et recoit un gain égal a 1.

e Si J; joue (Pa) et Jy joue (C) alors les ciseaux coupent le papier, donc J; perd et
aura une perte égale a -1 , Jy gagne et recoit un gain égal a 1.

e Si J; joue (C) et J; joue (Pi) alors la pierre casse les ciseaux, donc J; gagne et regoit
un gain égal a 1 , Jy perd et aura une perte égale a -1.

La fonction des gains du premier joueur prend les valeurs suivantes :

4 .
0, siz;=uxy;

r1 = Pa, 9 = Pi.
1, sig x1=C,z9 =Pa. ;
Ul(l‘l,xg) = < I = Pi,l’g = C

r1 = Pa,zy = C.
-1, si< x;=C,zy =Pi
r1 = Pi, 29 = Pa.

\

Ce jeu est un jeu a 2 joueurs a somme nulle, donc :
uy (21, T2) = —ua(a, 1)

Donc, la matrice des gains associée est :

Pi C Pa
Pi (070) (17_1) (_171)
¢ | (-1 (0.0) (1,-1)

A= 1
Pa \ (1,—1) (=1,1) (0,0)

Fi1G. 2.3 — Jeu de Pierre, Ciseaux et Papier.
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La forme extensive de ce jeu est représentée dans la figure (2.4)

xnuas;>>
>

'a‘-'b L=
,3}} ﬂrq'_
] [ ]

T = - T . 9 - -
$ E =2 5 & 2 F E 3
= = = = = N = = =

b > =

(0,0) (1.-1) (1-1)  (-1.1) {x.ﬂ}

{0.4 (1.-1) {\.-l} (-1.1

F1G. 2.4 — Forme extensive du jeu :” Pierre, Ciseaux et Papier”.

T

Exemple 2.3.3. Jeu d’entrée sur un marché
Nous considérons une entreprise, notée NV (pour Nouveau Venu), qui envisage de produire
un bien dont l'offre est le fait d’une autre entreprise M (pour Monopole).
Pour l'entreprise M, elle a deux choix : soit elle cede en limitant sa production afin
d’éviter un affrontement des prix dans le cas ou 'entreprise NV entre, soit elle ne cede
pas en maintenant la méme offre. Nous avons les situations possibles suivantes :
e NV n’entre pas et M ne cede pas : dans ce cas, I’entreprise NV n’en tire aucun profit
(uyy = 0), par contre 'entreprise M en tire le profit maximal uy = 10;

e NV entre et M cede : dans ce cas, il y a un partage des ventes et des bénéfices qu’on
peut supposer : uyy = uy = 4;

e NV entre et M ne cede pas : dans ce cas, les deux entreprises produisent a perte et
on peut supposer : uyy = —3 et uy; = —2;

e NV n’entre pas et M cede : alors uyy = 0 et uy, = 10.
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(-3.22)
/

ne céde
pas

entre

nveutrgJJas\
(0.10)

NV

Fi1G. 2.5 — Forme extensive du jeu d’entrée sur un marché

Donc la matrice des gains associée est :

M
Céder Ne pas céder
B Entrer (4,4) (—3,-2)
A= NV Ne pas entrer ( (0, 10) (0,10)

F1G. 2.6 — Jeu d’entrée sur un marché.

La construction et I’étude des jeux sous forme extensive offrent un moyen commode de

représenter des interactions stratégiques séquentielles dans des jeux a information parfaite.

2.4 Jeux sous forme normale

Lorsque le jeu est a coups simultanés, la représentation par la forme extensive devient
particulierement lourde et plus compliquée. La forme stratégique (ou normale ) est une
fagon pratique de présenter les gains (ou utilités) et les stratégies de chaque joueur. Dans
les jeux finis a deux joueurs, la représentation sous forme normale peut se faire par un
tableau (a 2 dimensions). Lorsqu’il y a n joueurs, on est obligé de construire plusieurs

tableaux pour reproduire la dimension n.

Définition 2.4.1. (Jeu sous forme normale & N joueurs)

Un jeu sous forme normale est décrit par le jeu

N A X Fiens {uitien)- (2.2)

ou
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e N : est 'ensemble des joueurs.
e X, : est ensemble des stratégies du joueur i, i € {1,..., N} et;

e u; : est la fonction de gain du joueur i, 7 € {1,..., N}.

Définition 2.4.2. (Jeu linéaire)

Le jeu (2.2) est dit lindaire, si les fonctions gains u;, Vi € N sont des fonctions linéaires.

Définition 2.4.3. (Jeu sous forme normale & deux joueurs)

Un jeu sous forme normale & deux joueurs, avec N' = {1,2}, est décrit par le jeu

({ X0, Xo} {wr, ua}). (2.3)

Exemple 2.4.1. Deux adolescents en vélo foncent I'un vers ’autre dans un chemin étroit.
Personne ne veut sortir du chemin.

Chacun des deux adolescents, qu’on note J; et Jo, ont deux choix possibles : soit il

passe (F), soit il ne passe pas (C). Nous avons les possibilités suivantes :

e Si J; décide de choisir (F) et Jy décide aussi de choisir (F). Les deux enfants vont se
bousculer et sortir de la route, tous les deux n’ont aucune satisfaction. Supposons
que leurs gains sont alors de -1 pour J; et de -1 pour Js.

e Si J; décide de choisir (F) et Jy décide de choisir (C). Le joueur J; aura une satis-
faction totale et aura un gain égal a 10 et J, n’aura aucune satisfaction d’ou son
gain sera nul (0).

e Si J; décide de choisir (C) et Jy décide de choisir (F). Le joueur J, aura une satis-
faction totale et aura un gain égal a 10 et J; n’aura aucune satisfaction d’oi son
gain sera nul (0).

e SiJ; décide de choisir (C) et Jy décide aussi de choisir (C). Les deux enfants ne vont
pas se bousculer et aucun d’entre eux ne sortira de la route, tous les deux seront
satisfaits. Supposons que leurs gains sont alors de 5 pour J; et de 5 pour Js.

Donc, la matrice des gains associée est :

F C
A= F [ (-1,-1) (10,0)
C < (0,10)  (5,5) )
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2.4.1 Jeux finis a N joueurs

Définition 2.4.4. Jeu fini a N joueurs
Le jeu (2.1) est dit fini, si chacun des joueurs a un ensemble fini de stratégies, c’est-a-dire,

le cardinal de X; =| X |< +o00, Vi € N. Le jeu fini & N joueurs est décrit par

N, {Xitiew, {uitien)- (2.4)
2.4.2 Jeux finis a deux joueurs

Les jeux a 2 joueurs, ou duels, regroupent la plus grande partie des jeux courants,
comme les échecs ou les dames, ou encore les jeux d’équipes (coalition). Les jeux a deux

joueurs ont fait I'objet d’analyses poussées par les théoriciens.

Définition 2.4.5. Jeu fini a deux joueurs
Un jeu fini & deux joueurs est un cas particulier du jeu défini par la relation (2.4), lorsque
I'ensemble des joueurs est réduit a deux (N = {1,2}) et chacun des deux joueurs a un

nombre fini de stratégies. On peut le représenter par :

< Xl,XQ, Uy, Uy > . (25)
Jeux finis a deux joueurs a somme nulle
On dit qu’un jeu a deux joueurs est a somme nulle, si la somme totale des gains est

nulle. En d’autres termes, si la somme totale gagnée par un joueur est égal au montant

perdu par 'autre.

Définition 2.4.6. Un jeu fini a deux joueurs a somme nulle est représenté sous la forme

suivante :

W, {Xitien, {uitien)- (2.6)
Ou
e N ={1,2}, 'ensemble des joueurs;
° |Xz |< 00, & € {172}7

o ui(xy,m0) = —us(wa,x1) V1 € X1,29 € Xo.
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Définition 2.4.7 (Jeux finis & deux joueurs & somme constante). Le jeu fini a
deux joueurs défini dans (2.5) est dit & somme constante, si en toute situation du jeu la
somme des valeurs des fonctions des gains des deux joueurs est égale a une constante non
nulle, i.e,

ui(z,y) + us(z,y) = ¢, V(x,y) € X1 x Xs.

Remarque 2.4.1. Un jeu fini a deux joueurs a somme constante peut étre ramené et

traité comme un jeu a deux joueurs a somme nulle sans altérer les particularités du jeu

[9]-
2.4.3 Jeux symétriques a deux joueurs

Définition 2.4.8. Jeu symétrique a deux joueurs
Un jeu a deux joueurs est dit symétrique, si N = {1, 2} (il y a deux joueurs), X; = Xo = X

(les deux joueurs ont acces aux mémes stratégies) et
V<LL’1, SL’Q) c X2, ul(xl, ZL’Q) - U2($2,IL’1). (27)

(i.e. si le joueur 1 joue la stratégie z; face a la stratégie xo du joueur 2, il obtient le méme

gain que le joueur 2 obtiendrait si les roles étaient inversés).

Remarque 2.4.2. Dans un jeu symétrique a deux joueurs ayant des fonctions de gain

identiques, c-a-d u; = us = u, on a
V(xy,29) € X%, w(wy, 20) = u(wg, 21). (2.8)
Les deux joueurs ont une méme matrice des gains.
Définition 2.4.9. Le jeu (2.8) est dit doublement symétrique si
V(z,y) € X%, wu(z,y) =u(y,z). (2.9)
Tous les joueurs ont la méme matrice des gains A, ou, A est symétrique.

On note un jeu symétrique a deux joueurs ou les joueurs ont le méme ensemble de

stratégies et les mémes fonctions de gain par

( X, u). (2.10)
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Exemple 2.4.2. Amanda et Bernard veulent se rencontrer a NY (New York), mais n’ont
pas décidé d’'un lieu de rendez-vous. Ils peuvent chacun se rendre soit a I’'Empire State
Building (E), soit a Central Park (C). Le but de chacun est de rencontrer I'autre, peu
importe ou. Les préférences de chacun sur quel lieu ou aller dépendent, donc, de ce que
fait 'autre.

On peut donc décrire la situation par les éléments suivants :

e 2 Joueurs : N = {Amanda, Bernard}.

e 2 décisions possibles pour chacun d’entre eux {F,C}, donc, X; = Xy = {F,C}.

e [’utilité de chaque joueur dépend de son choix et de celui de I'autre joueur.

1, si 1 = T2}
0, sinon.

0= (o) = {

On représente le jeu par la matrice suivante : Amanda choisit la ligne, et Bernard choisit

la colonne. La paire de paiements pour Amanda et Bernard est inscrite dans la case.

E C
E | (1,1) | (0,0)
C | (0,0) | (1,1)

2.5 Notions de stratégies
Notation :

Considérons le jeu (2.4).

<N7 ) {Xi}i€N7 {uz}zEN>

Une situation de jeu est notée par
r = (5, 2-4),
tel que x; est la stratégie du joueur i,

T = (Z1,. .., i1, Tit1,...,TN), T_; € HXj,
J#

est la situation de jeu qui contient les stratégies de tous les joueurs sauf celle du joueur .
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2.5.1 Stratégies pures

Définition 2.5.1. Considérons le jeu (2.4). Une stratégie pure du joueur i est 'action
qu’il choisit a chaque fois qu’il est susceptible de jouer, c’est-a-dire, toutes les options

possibles qu’a le joueur.

On note par X;, I'ensemble de toutes les stratégies pures du joueur ¢ avec i € 1, N et
N
x; un élément de X; tel que | X; |= n;. On note x = (z;,z_;) € X = [] X, une situation
i=1
de jeu.

2.5.2 Stratégies mixtes

Définition 2.5.2. Une stratégie mixte pour le joueur ”i” dans le jeu (2.4) est un élément
du simplexe défini par :
Ai={a=(aj,00,...,0,) ER™Y aj=10;>0, Vj=Tn }. (2.11)
j=1
ou, n; = | X;|.

29299

Dans ce cas, la composante «; représente la probabilité avec laquelle le joueur i
choisira sa stratégie pure x;.

On note 4A;, 'ensemble des stratégies mixtes pour le joueur i et on note par

N
A=T]aA.
i=1
Définition 2.5.3. Une stratégie mixte a = (a1, as,...,a,,) € A; du joueur "i” est dite
intérieure, si

2.6 Concepts de solution

L’analyse d'un jeu permet de prédire ’équilibre qui émergera, si les joueurs sont ra-
tionnels. Un équilibre est un état ou une situation dans laquelle aucun joueur ne souhaite
modifier son comportement une fois connu le comportement des autres joueurs.

Parmi les résultats possibles, nous devons déterminer ceux auxquels le jeu peut abou-
tir : les résultats d’équilibre. La solution idéale correspond a un équilibre unique. Dans ce
cas, nous pouvons précisément prédire la solution de cette situation conflictuelle. Néan-

moins, on a souvent des équilibres multiples. Parfois, il n’existe méme pas d’équilibre.
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2.6.1 Equilibre de Nash en stratégies pures

L’équilibre de Nash doit son nom au mathématicien et économiste américain John F.
Nash, qui a introduit ce concept en 1950. Cette notion d’équilibre désigne une situation
ou chacun des joueurs maximise ses gains.

Plus précisément, un équilibre de Nash est une combinaison de stratégies, une par
joueur, telle que personne n’aurait pu augmenter strictement son gain en retenant une
stratégie différente de celle que lui attribue cette combinaison. Autrement dit, un équilibre
de Nash est une situation ou aucun joueur n’a intérét a changer sa stratégie. Selon Bernard
Guerrien [37] , il y a un équilibre de Nash si chaque joueur ne regrette pas le choix qu’il

a effectué apres avoir constaté celui des autres.

Jeux finis & N joueurs

Définition 2.6.1. Une situation z* = (a7, z3,... 25) € X est un équilibre de Nash

dans le jeu (2.4), si pour chaque joueur i € N, on a

Un équilibre de Nash correspond donc a une situation ot aucun joueur n’a intérét a
dévier unilatéralement de la situation d’équilibre.

On note par XV¥_ I’ensemble des équilibres de Nash.

Définition 2.6.2. Equilibre de Nash strict
Une situation z* = (xf, 23, ... ) est un équilibre de Nash strict dans le jeu (2.4), si

pour chaque joueur 7 € N on a
wi(xl,x,) > ui(x, xty), Ve, € Xy, x; # .

Définition 2.6.3. Une stratégie x; est une meilleure réponse aux stratégies des autres

joueurs x_; dans le jeu (2.4), si :
ui(zi, v—) > uiyi, i), Yy €X;.

On note B(x_;), 'ensemble de toutes les stratégies qui sont une meilleure réponse a

r_;, autrement dit,
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De plus, la stratégie z; n’est jamais une meilleure réponse s’il n’existe pas de z_;
pour laquelle z; est une meilleure réponse. Ce qui signifie qu’aucune autre stratégie ne lui

rapporte strictement plus face au profil x_; adopté par les autres joueurs.

Définition 2.6.4. Equilibre de Nash robuste
Une stratégie d’équilibre de Nash z* est dite robuste dans le jeu (2.4), s'il existe un
voisinage )V de x*, tel qu’elle est meilleure réponse a toutes les stratégies appartenant a

ce voisinage.
Jeux finis a deux joueurs

Définition 2.6.5. Une situation z* = (z},23) € X! x X? est un équilibre de Nash
dans le jeu (2.5), si :

wy (27, 5) > up(xy, 23), YV € Xy,
ug (], 25) > ug(z], x2), V xs € Xo.

Définition 2.6.6. Une situation z* = (z},23) € X! x X? est un équilibre de Nash

strict dans le jeu (2.5), sion a :
uy (2], 23) > ui(zy, 23), Vo € X.

ug(z], x3) > ug(x], x2), V 9 € Xo.

Définition 2.6.7. Une stratégie x; du joueur 1 est une meilleure réponse aux stratégies

xo du joueur 2 dans le jeu (2.5), si :
uy (1, x2) > ui(yr,x2), Vy € X;.
L’ensemble de toutes les stratégies qui sont une meilleure réponse a s, est
B(xg) = {z1 | w1 (21, 2) > ur(y1,22), Vuy1 € Xi}. (2.13)

Jeux symétriques a deux joueurs

Dans un jeu fini symétrique a deux joueurs, les joueurs ont un ensemble commun
de stratégies et les fonctions de gains des deux joueurs sont identiques. Les définitions

d’équilibres deviennent :
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Définition 2.6.8. Une situation (z*,y*) est un équilibre de Nash dans le jeu (2.10), si

on a
u(z*, y*) > u(z,y*), VaelX,
u(z*, y*) > u(z*,y), VyelX.

Définition 2.6.9. Une situation (z*,y*) est un équilibre de Nash strict dans le jeu

(2.10), si on a
u(z*, y*) > u(z,y*), VzelX,
u(z*,y*) > u(z*,y), VyeX.

Définition 2.6.10. Une stratégie x est une meilleure réponse a la stratégie y dans le
jeu (2.10), si :
u(z,y) > u(z,y), VzelX.

L’ensemble de toutes les stratégies qui sont une meilleure réponse a vy, est
By) ={z |u(z,y) > u(z,y), VzeX} (2.14)

2.6.2 Equilibre de Nash en stratégies mixtes

Jeux finis a N joueurs

N
Définition 2.6.11. Une situation o = (o, 03,...,a)) € A = [[ A;, est un équilibre
i=1
de Nash, si pour chaque € N, on a :

u;(af,ar;) > (B, a%,), VG

Proposition 2.6.1. Tout équilibre de Nash en stratégies pures est aussi un équilibre de

Nash en stratégies mixtes.

Théoréme 2.6.2. [59]

Tout jeu fini (2.4), admet au moins un équilibre de Nash en stratégies miztes.

N
Définition 2.6.12. Une situation o = (o, 03,...,ak) € A = [[ A;, est un équilibre
i=1
de Nash strict, si pour chaque ¢ € N, on a :

Définition 2.6.13. Une stratégie a; est une meilleure réponse aux stratégies des autres
joueurs a_;, si :

wi(ag, ;) > wi(Bi,azy), YV GieA.
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On note B(a_;), 'ensemble de toutes les stratégies qui sont une meilleure réponse a

«a_;, autrement dit,
B(a,» = {Oéi | ’U/i(Oéi,Oé,i) Z ui(ﬂi,a,i), A ﬁz S Az} (215)

Définition 2.6.14. Equilibre de Nash robust
Une stratégie d’équilibre de Nash a* est dite robuste, s’il existe un voisinage V de o*, tel

qu’elle est une meilleure réponse a toutes les stratégies appartenant a ce voisinage.
Jeux finis a deux joueurs

Définition 2.6.15. Une situation o = (of,a3) € A = Ay X Ay, est un équilibre de
Nash dans le jeu (2.5), si :

ul(a;a;) Z ul(ﬁ17a;)7 v 51 < Al'

us(0g, ) > ug(ag, B2), V P2 € As.

Définition 2.6.16. Une situation o = (of,a3) € A = Ay X Ay, est un équilibre de
Nash strict dans le jeu (2.5), si :

U1<OCT,OZS) >u1(ﬁlaa§)7 vﬁl GAI

u2<OéT,04;) > u2<041<7ﬁ2)7 v 62 € AQ-

Définition 2.6.17. Une stratégie a; du joueur 1 est une meilleure réponse aux stra-

tégies ay du joueur 2 dans le jeu (2.5), si :

u (o, a2) > u (B, a2), VG €A

L’ensemble de toutes les stratégies qui sont une meilleure réponse a aw, est

B(Oég) = {Oél | U1<0517062) 2 ul(ﬁl,()@), A ﬁl € Al} (216)

Jeux symétriques a deux joueurs

Définition 2.6.18. Une situation (a*, 5*) € A, est un équilibre de Nash dans le jeu
(2.10), si :
u(a”, f) > u(a, %), Va€A.

u(o”, §7) > ua”,5), ¥V GEA.
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Définition 2.6.19. Une situation (a*, 3*) € A, est un équilibre de Nash strict dans
le jeu (2.10), si :
u(a®, B%) > u(a, B%), VaeA.

u(a®, B%) > u(a™®,5), VpBeA.

Définition 2.6.20. Une stratégie a est une meilleure réponse a la stratégie 5 dans le
jeu (2.10), si :
u(a, B) > u(y,3), VvyeA,

L’ensemble de toutes les stratégies qui sont une meilleure réponse a 3, est
B(B) ={a|u(a, ) Zu(y,8), VyeAl (2.17)

2.6.3 Equilibre en stratégies dominantes

Jeux finis & N joueurs

Définition 2.6.21. [58] On dit que la stratégie z; € X; est dominée dans le jeu (2.4),

s’il existe une autre stratégie y; € X, telle que

i (Yi, v—i) > ui(w5,0;), Vo_; € X_g; (2.18)
ou
X,i: H Xj:Xlx...XXi,1XX,L'+1X...><XN;

JEN\{i}

(yiax—i) = (xlv ey =15 Yiy Lig1y - - - 7xN)-

)]

Dans ce cas, on dit aussi que la stratégie y; domine la stratégie x;. Si le joueur 7i” est

rationnel, il ne jouerait en aucun cas la stratégie x;.

Définition 2.6.22. [58] On dit que la stratégie x; € X_; est une stratégie dominante
dans le jeu (2.4), si Vy; € X;, Vo_; € X;

wi(wi, w_i) > ui(yi, v_;).

La stratégie x; € X; est dominante pour le joueur i, si x; domine y;, Vy; € X;.

Page 31



Chapitre 2 La théorie des jeux classique

Définition 2.6.23. Une stratégie x; € X; est une stratégie strictement dominante

pour le joueur i dans le jeu (2.2),siV y; € X;, y; # x;,Vr_; € X _;on a:
Wiz, -5) > ui(Yi, ;).

Définition 2.6.24. Deux stratégies z; et y; sont équivalentes dans le jeu (2.4), si et
seulement si, pour tout profil de stratégies donné des autres joueurs, tous les joueurs

obtiennent la méme utilité quand i joue z; ou y;.
VieN, Ya, e Xy, uj(z,x;)=ui(y,x_;).
Toutes les stratégies équivalentes a une stratégie x; forment une classe d’équivalence [92].

Proposition 2.6.3. Si une stratégie x; est strictement dominante, alors elle est la seule

a avoir cette propriété (la propriété d’étre une stratégie strictement dominante).

Si un joueur a une stratégie dominante, on peut alors penser que cette stratégie consti-

tue un bon choix. Pour chaque choix des autres, elle donne le meilleur paiement possible.

Définition 2.6.25. Une stratégie z; € X; est faiblement dominée dans le jeu (2.4),
s’il existe une stratégie y; € X;, y; # x; telle que :
Vo€ X wily,zi) 2wz, )

On dit dans ce cas que y; domine faiblement x;.

Définition 2.6.26. Une stratégie x; est faiblement dominante dans le jeu (2.4), si :

Jyie Xi, Voo, € Xy, wiwg, v—) > wi(yi, v—).

Définition 2.6.27. Equilibre en stratégies dominantes
Une situation x* = (7,25, ..., 2%) € X est appelée un équilibre en stratégies dominantes

dans le jeu (2.4), si la composante z; € X; est une stratégie dominante pour le joueur i,

VieN.

Remarque 2.6.1. Tout équilibre en stratégies dominantes dans le jeu (2.4) est un équi-

libre de Nash, mais l'inverse n’est pas vrai.

Proposition 2.6.4. Si z* est une stratégie faiblement dominante, alors ™ est un équilibre

de Nash. Si x* est une stratégie strictement dominante, alors x* est l'unique équilibre de

Nash.
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Jeux symétriques a deux joueurs

Définition 2.6.28. On dit que la stratégie x € X est une stratégie dominante dans le
jeu (2.10),siVy e X, Vz € X
u(@, z) > uly, 2).

La stratégie x € X est dominante, si £ domine y.

Définition 2.6.29. Une stratégie x € X est une stratégie strictement dominante

dans le jeu (2.10),siV y€ X,y #x,Vz€ X on a :
u(z, z) > uly, 2).
2.6.4 Pas d’équilibre, trop d’équilibres

Il est important de noter que tous les jeux n’ont pas toujours un équilibre qui peut
étre déterminé par une simple exploration de la matrice des gains. D’autre part, certains

jeux sont caractérisés par des équilibres multiples.

Exemple 2.6.1. Soit le jeu :

L’unique équilibre de Nash est (H,G).

Exemple 2.6.2. Considérons le jeu de Rendez-Vous a New York.

Dans ce jeu, on a deux équilibres : (C,C), (E,E).

Exemple 2.6.3. Considérons le jeu a somme nulle suivant :
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P F
p (_17 1) (17 _1)
F (17 _1) (_17 1)
Dans ce jeu, il n’existe pas d’équilibre de Nash en stratégies pures.

2.6.5 Correspondance

Jeux finis & N joueurs

Considérons le jeu (2.4). Pour le joueur ", x = (z;,2_;) € X = X; x X_;. La regle de

929
1

décision pour le joueur "i” est :

Cz' . X—i E— Xi7 \V/ i
Définition 2.6.30. [69]

Considérons le jeu (2.4) a N joueurs avec leurs régles de décision. Nous dirons qu’une

situation x € X est cohérente, si
Vi=1,...,N, z; € Ciy(x_;).
ie :
r=(x1,29,...,2x5) € C1(x_1) X Cy(x_2) X ... x Cn(2_N)
= 1z e C(x). (2.19)

ou C(z) = ]f[lOZ(:E_,)

ie :

x est un point fixe de la correspondance C(z) définie par (2.19).
Jeux finis a deux joueurs

Définition 2.6.31. [69]
Considérons le jeu (2.5).

* Une regle de décision du premier joueur est une correspondance
Cr @ Xo — Xy,
To —— Cl(ZL‘Q).

qui associe a toute stratégie xs € Xy du deuxiéme joueur les stratégies x; € Cy(xs)

qui peuvent étre choisies par le 1¢” joueur lorsqu’il sait que le second joueur joue xs.
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* Une regle de décision du deuxiéme joueur est une correspondance

CQ . X1 I XQ,

xry —— CQ(QZ'1>.
Un couple de stratégie (z7,x3) est cohérent par rapport a C; x Cy si

xy € Cy(z3) « *
{ 25 € Cyla) = 1" € C(z"). (2.20)

Définition 2.6.32. Le couple (z7, z3) € X x X, vérifiant (2.20) est appelé point fixe de

la correspondance C(xy,x2).
Jeux symétriques a deux joueurs

Définition 2.6.33. Considérons le jeu (2.10). Une regle de décision d’un joueur est une

Correspondance

c : X — X
r — C(x).

Tous les joueurs ont la méme regle de décision.

2.7 Application de la théorie des jeux

Le champ d’application naturel de la théorie des jeux est la théorie économique; ce
systeme économique étant alors appréhendé comme un grand jeu entre agents identifiés
comme producteurs et consommateurs.

Elle s’applique aussi a des domaines autres comme les sciences sociales, la science
politique, les stratégies militaires, voire méme la sociologie et envahit aussi la biologie
animale.

Dans la théorie des jeux classique, en particulier dans le domaine économique, la
résolution d’un conflit consiste a chercher les différentes situations d’équilibre qui peuvent
exister. Ainsi, nous considérons que chaque joueur est completement rationnel dans le sens
ot il choisit une action qui maximise son utilité compte tenu de ses opinions subjectives.

La théorie des jeux nous permet d’appréhender plusieurs domaines, tels que la théorie
de I’évolution, la sociologie, la conduite de I’Etat, et permet de mieux comprendre le

déroulement des guerres.
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L’implantation de modeles de jeux biologiques en science économique est au coeur d’un
débat ancien. L’économie peut se servir de cette science sous certaines conditions.

La sociologie est, en revanche, la bienvenue si elle peut expliquer le fonctionnement
des systemes économiques. Il ne s’agit donc pas d’utiliser cette science dans I'analyse de
la concurrence, mais plutot dans la compréhension du comportement des agents et de la

nature humaine.

2.8 Conclusion

Ce chapitre a été consacré a la présentation des notions de base de la théorie des jeux
classique. L’intérét principal de cette théorie consiste a étudier les différentes situations de
conflit entre les individus en prenant comme hypothese de base le comportement rationnel
des individus dans le sens ou chaque individu cherche a maximiser son gain personnel.
Nous avons constaté tout au long de ce chapitre que l'analyse des jeux est basée sur la
notion d’équilibre et en particulier d’équilibre de Nash qui permet de définir une situation

de non regret pour les différents joueurs.
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La théorie des jeux évolutionnaires

Introduction

Le but de ce chapitre est de présenter la notion de jeux évolutionnaires. Nous allons
introduire le concept fondamental de la théorie des jeux évolutionnaires qui est celui de
stratégie évolutionnairement stable. Nous allons illustrer cette notion a I’aide du célebre

jeu du faucon et de la colombe.

3.1 Pourquoi la théorie des jeux évolutionnaires ?

La théorie des jeux évolutionnaires est apparue suite aux expériences effectuées par des
biologistes. Ces derniers ont constaté que le comportement des individus est peu ration-
nel au sens décrit par la théorie classique des jeux. En théorie des jeux évolutionnaires,
chaque individu cherche a améliorer, non pas son gain personnel, mais le gain total de la
population dont il fait partie.

Dans les jeux évolutionnaires, ’équilibre est également ’'objet d’intérét, mais il ne peut
étre compris comme le résultat d'une dynamique susceptible d’en expliquer la genese.
Dans la théorie classique des jeux, les agents sont hyper-rationnels. Ils élaborent des
plans d’action optimaux sur le long terme. L’évolutionnaire renoue quant a lui avec la
vieille tradition en économie qui concoit I'agent en tant qu’optimisant naif sur la base
d’une information limitée (imparfaite). L’agent s’adapte donc a son contexte immédiat.

On parvient toutefois souvent au méme équilibre que pour un agent hyper-rationnel.
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3.1.1 Objectif

L’objectif général de ’approche évolutionnaire est de montrer comment les comporte-
ments (stratégies) économiques et sociaux émergent de la décision interactive de plusieurs
joueurs. Le but de cette approche est justement d’esquisser quelques outils théoriques qui
permettront de prédire la tendance d’évolution d’une population, en supposant que 'on
puisse modéliser les interactions entre les individus sous forme d’un jeu. Pour cela, nous
utilisons des résultats issus de la théorie des jeux évolutionnaires.

La forme du jeu dépend de la situation d’interaction : jeu de coordination, jeu de
négociation, etc .... Ce cadre differe cependant de la traditionnelle théorie des jeux par

plusieurs aspects cruciaux :
1. Les joueurs ne sont pas fixés mais issus d'une large population de joueurs potentiels.

2. La probabilité que des individus interagissent dépend de facteurs exogenes tels que
leur lieu de vie et plus généralement de leur proximité au sein d’un espace social
défini.

3. Les agents ne sont pas parfaitement rationnels et totalement informés sur le monde
dans lequel ils vivent. Cependant, ils ne sont pas completement irrationnels : ils
ajustent leur comportement en se basant sur ce qu’ils pensent de ce que vont faire
les autres agents. Sur la base de ces croyances, I'agent prend une décision qui a son

tour devient un précédent qui influence le comportement des futurs agents.

4. Nous faisons par ailleurs I’hypothese que le processus est soumis a des perturbations
aléatoires issues de divers facteurs tels que des chocs exogenes ou de I'imprédiction
du comportement humain. Ils impliquent, par ailleurs, le fait que la dynamique

évolutionnaire est toujours en flux; elle ne converge jamais totalement.

La rationalité limitée des joueurs est compensée par une dynamique, a savoir une répé-
tition infinie du jeu ou les joueurs adaptent progressivement leurs stratégies. On s’intéresse
la encore, plutot qu’aux états transitoires du processus, aux états d’équilibre asympto-
tique vers lesquels il est susceptible de converger. Dans ce cas, le processus converge de
lui-méme vers un équilibre spécifique, en fonction des conditions initiales et de I’histoire
du jeu.

L’idée de Maynard Smith [76, 77], & la base de la théorie des jeux évolutionnaires,

est de sortir de I’hypothese de rationalité des agents pour laisser place a une conception
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évolutionnaire du jeu, les joueurs ne jouant plus que des stratégies prédéfinies, et de poser
alors une notion plus satisfaisante d’équilibre, celle de stratégie évolutionnairement stable
(Evolutionary Stable Strategy, ESS). Les deux points forts de cette nouvelle théorie sont :
elle permet de prendre en compte a la fois 'expérience passée des individus, de part
son aspect dynamique, et leur environnement social, en considérant fondamentalement la

répartition des différentes stratégies jouées au sein de la population.

3.1.2 Probleme de sélection d’un équilibre

Nous avons introduit dans le chapitre précédent le concept d’équilibre de Nash qui a
été la solution la plus utilisée dans la théorie classique des jeux. La sélection des stratégies
par un groupe d’individus est mentionnée comme étant un équilibre de Nash, si pour
chaque individu la stratégie choisie est sa meilleure réponse aux autres stratégies choisies
par les autres joueurs.

Par "meilleure réponse”, nous voulons dire qu’aucun individu ne peut améliorer son
paiement en changeant sa stratégie a moins qu’au moins un autre individu change égale-
ment sa stratégie. Ceci ne signifie pas nécessairement qu’a 1’équilibre de Nash, les paie-
ments pour chaque individu sont optimaux. Par exemple, dans le jeu du dilemme du
prisonnier, le seul équilibre de Nash qui existe, dans lequel les deux individus avouent, est
sous-optimal. Dans ce cas, il n’est pas évident de considérer 1’équilibre de Nash comme
étant un concept de solution optimale pour tout type de jeu.

Cependant, il est vrai que tout jeu fini non-coopératif dans lequel les joueurs peuvent
utiliser des stratégies mixtes a un équilibre de Nash, mais nous pouvons poser une ques-
tion sur ce qu'une stratégie mixte peut avoir comme signification pour des individus réels.
S’il semble plus approprié que les individus rationnels adoptent uniquement des straté-
gies pures, alors les théoriciens des jeux doivent admettre que certains jeux n’ont pas de
solutions.

Un autre probleme plus significatif de l'utilisation de 1’équilibre de Nash apparait
dans les jeux avec plusieurs équilibres. Dans ce cas, comment un individu rationnel peut-
il décider quel sera I’équilibre atteint ? Des tentatives pour résoudre ce probleme ont fourni
un nombre de raffinements possibles pour le concept d’équilibre de Nash [37], [23]. Ainsi,
le probleme consiste alors a choisir parmi une variété de subtilités au lieu de choisir entre

plusieurs équilibres de Nash. Pour cela, Sammuelson, Larry et Zhang [71] esperent qu'un
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développement dans la théorie des jeux évolutionnaires peut apporter une solution a ce

probleme.

3.1.3 Probleme d’hyper-rationalité des individus

La théorie classique des jeux impose un degré de rationalité tres élevé sur les individus.
Cette nécessité est imposée par le développement de la théorie de I'utilité qui est a la base
de la théorie des jeux. Par exemple, pour étre capable d’assigner une fonction d’utilité
fondamentale aux individus, nous assumons typiquement que chaque individu a une dé-
finition précise du jeu et un ensemble logique de préférences sur les différentes issues du
jeu.

De nombreux résultats d’économie expérimentale ont montré que cette hypothese forte
de rationalité ne décrit pas le comportement réel des humains. Un humain est rarement
un individu hyper-rationnel comme le décrit la théorie classique des jeux [36].

La théorie des jeux évolutionnaires explique avec succes la prédominance de certains
comportements d’insectes et d’animaux, ou ’hypothese de rationalité forte est clairement
non respectée, ce qui suppose que la rationalité n’est pas un élément principal pour analy-
ser les situations de conflit comme il a été déja considéré. Ce que nous espérons alors, est
que la théorie des jeux évolutionnaires puisse permettre avec plus de succes de décrire et
de prédire le choix des différents individus lorsque nous nous trouvons en face d’hypothese

de rationalité plus faible.

3.2 Définitions et Concepts

Définition 3.2.1. Une population est un ensemble d’individus qui coexistent dans le
méme environnement.

Un individu peut-étre une personne, un animal, une entreprise, etc . ...

Définition 3.2.2. [68] Un comportement particulier, ou une suite de comportements, que

I'individu adopte est appelé stratégie.

Définition 3.2.3. Un individu est dit mutant, s’il change son comportement (sa straté-

gie) au cours du temps par rapport a son comportement initial.

Définition 3.2.4. Une stratégie est dite mutante, si elle est adoptée par un mutant.
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Définition 3.2.5. Une stratégie est dite originelle, si elle n’est pas une stratégie mu-

tante.

Définition 3.2.6. Une stratégie a est dite envahie par une stratégie 3, si les individus
jouant la stratégie 5 obtiennent un payement (gain) plus élevé que les autres individus de

la population jouant la stratégie a.

Définition 3.2.7. Un état de la population est dit :
e Monomorphique, si chaque individu de la population utilise la méme stratégie.
e Polymorphe, si au moins deux individus de la population utilisent deux stratégies

différentes.

Définition 3.2.8. Une stratégie x est stable, si le payement des individus qui adoptent
cette stratégie est supérieur au payement de tout autre mutant. S’il existe une stratégie

mutante qui peut envahir la stratégie x, alors celle-ci est dite instable.

3.3 Définition des fonctions de gains

Pour définir les fonctions des gains des individus (joueurs), nous aurons besoin d’une
description plus complete de la stratégie et de ses relations avec les autres stratégies.
Ensuite, nous aurons besoin de convertir cette description en gains. Pour ce faire, nous
aurons besoin des facteurs suivants.

. la valeur de la ressource;

. la chance de gagner une ressource ;

. les prix impliqués dans la réussite (tout ce qui est engagé dans la rencontre, par

exemple : I'énergie dépensée, cout des temps d’arrét,etc ... );

. les couts de perte;

. la chance de perte d’une ressource.

Ainsi, toutes les fonctions de gains auront la forme générale suivante :

Payement (stratégie , autre stratégie) = (le bénéfice des gains) — (le cout des pertes).
(3.1)
Puisqu’on est confronté & des rencontres (duels) entre les individus de la population,

I’avantage procuré ou le prix a payer dépendent d’'un nombre de facteurs. Ainsi, nous
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devons considérer le facteur lié a la chance de gagner une ressource d’une certaine valeur

et a la chance de payer un prix dans la perte.

Payement (stratégie, autre stratégie) = (chance de victoire) x (valeur de la ressource)

— (chance de perte) * (cout des pertes). (3.2)

L’equation (3.2) n’est probablement pas suffisante, puisqu’elle stipule que la réussite
n’a aucun prix. Pourtant, dans beaucoup de concours, il y’a un prix a payer par le vain-
queur. Par exemple, I’ énergie dépensée ou les prix de temps de rupture (les temps d’arrét),
peuvent étre vus comme le fait de baisser la valeur de la réussite. Ainsi (3.2) pourrait étre

développée :

Payement (stratégie, autre stratégie) = (chance de la victoire) x (3.3)
* ( valeur de la ressource - prix de la victoire)

— (chance de la perte) * (cout de la perte).

3.4 Stratégie évolutionnairement stable

Le concept central, que Maynard-Smith et Price ont introduit en 1974 [78], [77] est
spécifique a la théorie des jeux évolutionnaires, c’est le concept de stratégie évolutionnai-
rement stable ou ESS (Evolutionnary Stable Strategy) que nous allons définir.

Une stratégie évolutionnairement stable est une stratégie qui résiste aux pressions évo-
lutionnaires exercées par I’environnement, terme qui doit étre compris comme 1’ensemble
des stratégies alternatives disponibles (le terme de stratégies mutantes est également uti-
lisé) : une population jouant une telle stratégie ne peut étre envahie par aucune autre
stratégie mutante.

J. Maynard Smith a donné des conditions mathématiques pour qu’une stratégie soit
évolutionnairement stable. Les hypotheses essentielles qui ont été utilisées dans son modele
consistaient a considérer une population infinie, les combats se font par paire d’individus
et chaque paire de concurrents est considérée comme étant deux adversaires qui ont les
mémes aptitudes (c¢’est-a-dire un combat symétrique). Il considere que chaque individu de

la population dispose d'un nombre fini de stratégies. Ceci permet de décrire le jeu entre
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deux individus par une matrice A des gains, ce qui donne des jeux symétriques matriciels
a deux joueurs, chaque élément a;; représente le gain de l'individu quand il choisit de
jouer sa 7™ stratégie pure et son adversaire sa j*™¢ stratégie pure.

Comme il est supposé que chaque individu de la population dispose d’un méme en-
semble fini de stratégies (on suppose que le nombre de stratégies est "n”), alors on
est conduit a considérer des jeux finis a deux joueurs avec des matrices des gains
Al =A= (aij)i’j:m et A2 = AT.

L’ensemble des stratégies mixtes associé a chaque individu est
n
A={a=(a1,q0,...,0p) / a; €[0,1], Vi=1,n, Zai =1}
i=1

Comme l’évolution de la population est considérée comme la résultante de confronta-
tion d’individus (de cette population) par paire et donc connue des jeux matriciels, alors
si ces jeux sont traités en stratégies mixtes, alors le gain espéré pour chaque individu, s’il

adopte une stratégie mixte o € A et son adversaire une stratégie mixte § € A, sera :

u(a, B) = alAB = zn: zn:aijaiﬁj-

i=1 j=1
Ainsi, I’étude de I’évolution de la population se ramene a ’étude du jeu symétrique a

deux joueurs en stratégies mixtes

( A, B, uy, us), (3.4)
ou A=DB= A> ul(aaﬁ) = U(Oé,ﬁ) = O‘TAIB = OéTAB?
us(a, B) = al A8 = BT Al o = BT Aa = u(a, ).

Le jeu (3.4) est entierement caractérisé par
(A, u ). (3.5)
3.4.1 Définition d’'une ESS
Définition intuitive

Intuitivement, le concept de stratégie évolutionnairement stable peut étre interprété de
la maniere suivante. Supposons qu’on a une population infinie d’individus et ces derniers
se rencontrent aléatoirement par paire pour jouer un jeu a deux joueurs symétrique. Sup-

posons qu’a I’état initial, ’ensemble des individus de cette population adopte une méme
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stratégie « (pure ou mixte) ( on dit, dans ce cas, que la population est monomorphique).
Dans ce cas, on note par u(a,«) le gain d’un individu dans le jeu symétrique a deux
joueurs.

Supposons maintenant qu’une proportion £ de cette population adopte une autre stra-
tégie [ (une stratégie mutante), tandis que le reste de la population maintient la stratégie

Q.

Population /

T

Individu 2
Joue la
stratégie a

;-"'___Ilf_ T
/(l -¢) | 3 \
NG P4
Individu 1 @

Joue la
stratégle a

N

uley, o)

\ /

Fic. 3.1 — Changement de stratégie dans la population.

Mettons nous a la place d’'un individu jouant une stratégie a. Alors la probabilité
d’étre apparié a un joueur jouant une stratégie a (pour jouer le jeu symétrique a deux
joueurs) sera de (1 — ¢) et la probabilité d’étre apparié & un joueur jouant une stratégie

[ sera . Alors 'espérance de gain du joueur jouant une stratégie « sera :
(1 —8)u(a,a) +cu(a,B) = (1—¢e)a’Aa +eca’ AB,
= aTA((1 —e)a+ ),
= u(a, (1 —e)a+ef).

Par contre, I’espérance de gain du joueur jouant une stratégie 3 sera :

u(B,(1—e)a+ef) = (1-¢)f" Aa+eb"Ap,
= A1 —e)a+ep).
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La stratégie a sera gagnante face a la stratégie mutante (3, si
w(a,(1=)a+ef) > u(B,(1—e)a+ep).
Cette intuition fournit la définition d’'une ESS.

Définition 3.4.1. (Taylor et Joncker 1978)[82]
Une stratégie a € A est une Stratégie évolutionnairement stable (ESS), si :

VoeA 3Je=&p)e(0,1), Vee (0,8,
u(a, (1 —e)a+ef) >u(f, (1 —¢e)a+ep). (3.6)
ou bien, o’ A((1—¢)a+eB) > BLA((1 —e)a + ).
Dans ce cas, € est appelé barriere d’invasion uniforme de la stratégie mutante .
On note par AP T'ensemble des stratégies évolutionnairement stables (ESS).

Définition 3.4.2. Barrieres d’invasion
La barriere d’invasion (uniforme) £(3) d’une stratégie a par une stratégie mutante (3

est donnée par la relation :

g(p) =sup{e € (0,1) | wu(a,(1—ce)a+ef) >u(B,(1—c)a+eph)}.

Notons par ¢ la barriere d’invasion de la stratégie a.. Cette derniere doit étre inférieure
a toutes les bornes supérieures des barrieres d’invasion associées aux stratégies mutantes,

c’est-a-dire

E<&pB), VBeA f#a. (3.7)

La barriere d’invasion & de la stratégie @ € A est obtenue par la relation suivante :

= inf{e(0)}. (3.8)

BeA

Toute stratégie mutante est inévitablement condamnée a 1’éradication, si la proportion
des individus dans la population adoptant des stratégies mutantes est inférieure a cette

barriere d’invasion &, puisque V 3 € A, Ve < ¢,

u(a, (1 —e)a+ef) >u(f, (1 —¢e)a+ep).
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Définition 3.4.3. Une barriere d’invasion uniforme ¢ est dite faible, si

g(B) =sup{e € (0,1) | wu(a,(1—ce)a+ef) >u(f,(1—e)a+ef)},

et £ est obtenue par la relation suivante

&= inf {=(9)}. (3.9)

BeA
La définition d’une stratégie évolutionnairement stable implique cependant une autre
condition pour départager la stratégie mutante  de la stratégie originelle a. Celle-ci

survient dans le cas suivant :

u(e, @) = u(B, @), B #a

Ce cas suggere que la stratégie mutante peut-étre une alternative crédible a un équilibre

de Nash symétrique.

Proposition 3.4.1. [77/Maynard Smith (1982)
AP = {a € A" 1 u(B,8) < u(a, B) VB € Bla), B # a},

B(a) = {8 u(B,) > u(v,a), V7€ A}.

La proposition suivante formule a nouveau la définition d’une stratégie évolutionnai-

rement stable en reprenant cette condition.

Proposition 3.4.2. Une stratégie o € A est une ESS, si et seulement si :
i)V3e A, ofAa> 37 Aa.
i) V6 €A, B # «, si:

aTAda = fTAa — oTAB> gTAB.

La proposition 3.4.2 correspond a la formalisation initiale des stratégies évolutionnai-
rement stables donnée par J. Maynard Smith. Elle est considérée par certains auteurs
comme étant une définition équivalente d’'une stratégie évolutionnairement stable. Cette
proposition représente une condition nécessaire et suffisante pour l'existence d’une stra-

tégie évolutionnairement stable.
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On cherche a démontrer 1'équivalence entre la définition 3.4.1 (A) et la proposition

3.4.2 (B).

a€ Aest une ESS &V e A, Fe=¢£(p) € (0,1), Vee(0,8),
4 u(a, (L —¢e)a+ef) >u(f, (1 —e)a+ep).
A
)
a € Aest une ESS & (i) V€A, gTAa > BTA()ﬁ
@)
B (i) VBEAB+a,
alAa = pTAa — @TAoz > ﬁTA@
)

Preuve.
A= B

Posons € = 0 dans (1), on aura :

o’ Aa > BT Aa VB e A B +# a.
Supposons non ii), c’est-a-dire, il existe BeAp # « tel que
gTAOz = BTA()ﬁ et gTAﬁ < BTAB.
@) %)
On multiplie (4) par (1 —¢€) et (5) par € > 0, on obtient apres leur addition
(1—e)alAa+eaTAB < (1 — )3T Aa + T AB
— aTA[(1 —e)a+¢ef] < FTA[(1 — e)a +£f].

Dottpour 3€ A, V>0, T ¢ €]0, £[ tel qu’on aura non (1).

B= A

Montrons que Non A) = Non B)

3 peA /) Vex>0, 3 e €0, /
Non A) < gTA[(l —&)a+ef] < BTA[1 —e)a + 56*1.
)
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Soit &, = %, deg, € ]O,E_k = %[ /
OéTA[(l — €k>& + €kﬁ*] < ﬁ*TA[(l — €k)04 + €kﬁ*]

quand k — o0, & — 0 et 5 — 0 et (4) on aura

al'Aa < B*TAoi.
I
Dans (5) on a :
— Soit o’ Aa < B*T Ao = Non(2) = Non(B).
— Soit af Aa = T Aa. Si ot AB* < ﬁ*TAﬁi.

©) "
En multipliant (6) par (1 —¢) et (7) par € > 0, alors on a [(6) * (1 — &) + (7) * €]

= T A[(1 — e)a +e6*] > BT A[(1 — €)a + £3*] contradiction avec (4).
Donc, aTAB* < *TAB* = Non(3).

3.4.2 ESS dans le jeu du Faucon et de la Colombe (Hawk and
Dove)

Exemple 3.4.1. (Jeu du faucon-colombe)
On dispose d’une tres grande population d’animaux (individus) d’une méme espece qui se
disputent un territoire. Ces individus se rencontrent aléatoirement par paire (les combats
se font par paire) pour jouer un jeu symétrique a deux joueurs. Dans la réalité, les animaux
changent souvent leur comportement d’une maniere tres complexe.

Supposons que dans le jeu symétrique qui 'oppose a un autre individu (joueur) de
la population, un individu peut adopter un comportement pacifique : on dira qu’il suit
une stratégie du type Colombe (D) ou un comportement agressif : on dira qu’il suit une

stratégie de type Faucon (H). Donc, tous les individus ont le méme ensemble de stratégies
X ={H,D}.

e H : représente la stratégie faucon (Hawk), qui consiste & combattre a fond jusqu’a
ce qu’il gagne (en blessant I'autre ou en le faisant fuir) ou qu'il soit lui méme blessé.
e D : représente la stratégie colombe (Dove), qui consiste & combattre conventionnel-

lement et s’enfuir des que ¢a devient dangereux, avant d’étre blessé.
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Deux individus (animaux) pris aléatoirement de la population se disputent un territoire
dont la valeur est V. Un individu qui n’obtient pas le territoire aura nécessairement un
gain positif ou nul. A la fin de chaque affrontement, un individu jouant la stratégie « et
son adversaire jouant la stratégie 3, recoit un gain u(a, 3). Ce gain est déterminé par les
trois facteurs suivants : le gain (gain du territoire), la perte (perte du territoire) si on est
blessé, et la perte résultant d’un conflit prolongé évaluée a C.

L’ensemble des stratégies est donné par X = {H, D}. Les gains de toutes les configu-
rations qui peuvent se présenter sont comme suit :

e Lorsque les deux individus adoptent tous les deux une stratégie D, alors ils partagent

pacifiquement le territoire et ne subissent aucune perte, ce qui donnera un gain

%4

e Lorsque le joueur adopte la stratégie agressive H et son adversaire la stratégie paci-

fique D, alors il obtiendrait la totalité du territoire.
u(H,D)=1V.

e Lorsque le joueur adopte la stratégie pacifique D et son adversaire la stratégie agres-

sive H, alors il ne gagnerait rien et ne subirait pas de perte.
u(D, H) = 0.

e Lorsque le joueur adopte la stratégie agressive et son adversaire adopte le méme
comportement, alors il obtiendrait la moiti¢ du territoire avec une perte die aux

blessures :

u(H,H) =

vo| <

C
5"
Ainsi, la matrice des gains associée est :

H D
V-C
A= H (2) Y
D 0 3

Fi1G. 3.2 — Forme stratégique du jeu Faucon-Colombe.
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Les équilibres en stratégies pures

L’étude du jeu de maniere globale en stratégies pures (sans probabilités), commence

premierement en considérant les configurations V< C,V =C,V > C.

SiV>C(C:
V-C

u(H,H) = >u(D,H) = 0.

D’apres la définition 2.6.2, (H,H) est un équilibre de Nash strict.

Siv=C:
V-C
2

D’apres la définition 2.6.6, (H, H) est un équilibre de Nash.

=u(H,H)=u(D,H)=0.

Siv<(C:

u(H,H) = V-c

<u(D,H) =0.

D’apres la définition 2.6.6, la stratégie (H, H) n’est pas un équilibre de Nash. Par

conséquent, H n’est pas une stratégie évolutionnairement stable. Par ailleurs, on a
V
u(D,D) = 5 < uw(H,D)=1V.

D’apres la définition 2.6.6, (D, D) n’est pas un équilibre de Nash. Par conséquent,
D n’est pas une stratégie évolutionnairement stable. Donc le jeu n’admet pas de

stratégie évolutionnairement stable en stratégies pures.
Les équilibres en stratégies mixtes

Nous avons vu, dans I'exemple du Faucon et de la Colombe, que si V < C, le jeu
n’admet pas de stratégie évolutionnairement stable en stratégies pures.

Supposons maintenant que l'individu va jouer sa stratégie H avec une probabilité
et sa stratégie D avec une probabilité (1 — ¢) , donc, il va jouer une stratégie mixte
a=ecH+(1—-¢)D.

Dans ce cas, existe-t-il une valeur de € pour laquelle la stratégie « soit une ESS ? Pour
pouvoir répondre a cette question, nous utilisons le théoreme suivant prouvé par Bishop
et Cannings [11], dans le cadre des jeux finis symétriques a deux joueurs, ou l’ensemble

des stratégies pures des deux joueurs est X = X; = Xy = {zy,29,...,2,}.
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Théoreme 3.4.3. [51](Bishop et Cannings, 1978)

Sia* = (af,a5,...,ak) € A avec af >0, Vi=1,n est un ESS, alors :
*

u(zy, ") = u(zg, ") = ... = u(z,, a”) = u(a”, a¥). (3.10)

Preuve. notons qu’une stratégie pure x; € X peut étre considérée comme une stratégie

mixte
e; = (0, ,O,‘ 1 ,0,...,0) € A
i®Meposition
Soit o = (af,a3,...,ak) € A avec af > 0, Vi = 1,n une ESS. D’apres la proposition
3.4.2 1),

el Aa* = u(z;, o) < ula*, o) = T Aa*, Vi=1n. (3.11)

Supposons qu’il existe j € {1,...,n} tel que
e]TAa* <o Aa* (3.12)

En multipliant (3.11) par o, i € {1,...,n}\{j} et (3.12) par o}, et en faisant la somme,

on obtient

i of el Aa* < (i o) (T Aa™).
i=1 1

1=

= aTAa* < oA,
Ce qui est absurde.

Remarque 3.4.1. Si u(xy, a) > u(xq, «) alors il est intéressant d’adopter plus souvent la
stratégie x; et moins souvent zo. Si c’est le cas, la stratégie a n’est plus une ESS. Cepen-
dant, si a est une ESS, les paiements attendus par les différentes stratégies composant o

doivent étre égaux.

Exemple 3.4.2. (Jeu du Faucon-Colombe)

On a vu dans l'exemple 3.4.1, que le jeu du faucon-colombe peut admettre des stratégies
évolutionnairement stables en stratégies pures, lorsque V' > C ou V = C'. Lorsque V < C,
le jeu n’admet pas des stratégies évolutionnairement stables en stratégies pures, donc on

va chercher si le jeu admet des stratégies évolutionnairement stables en stratégies mixtes.
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Soient £ > 0 et la stratégie mixte o = (g, 1 — ¢), tel que ¢ est la probabilité de jouer la
stratégie H et (1 — ) est la probabilité de jouer la stratégie D. On applique le théoreme
3.4.3 pour vérifier s’il existe une stratégie évolutionnairement stable en stratégies mixtes
dans le jeu du Faucon-Colombe.

Dong, il faut déterminer une valeur de ¢ pour laquelle la stratégie « = ¢H + (1 —¢)D

soit une ESS. D’apres le théoreme 3.4.3, pour que « soit une ESS, il est nécessaire que :

u(H,a) = u(D,a) = u(a, o),
uw(H,eH+ (1—¢)D)=u(D,eH +(1—¢)D) =u(eH + (1 —¢)D,eH + (1 —¢)D).
Par conséquent,
eu(H,H)+ (1 —e)u(H,D) = cu(D,H) + (1 — e)u(D, D), (3.13)

ce qui donne,

SV Ot V(-g) = %vu—g). (3.14)
D’ou
y
=5 (3.15)

Donc la stratégie mixte « s’écrit sous la forme

0= (5)H+(1-5)D

D’apres le théoreme 3.4.3, pour que la stratégie mixte a = eH + (1 — €)D soit évo-
lutionnairement stable, il est nécessaire que ¢ = %, autrement dit il est nécessaire que
_(V v
Montrons que « satisfait les conditions de la proposition 3.4.2 :

e La condition de stabilité de « face a la stratégie D. Vérifions si on a :

u(a, D) > u(D, D) (3.16)

u(a, D) = eu(H,D)+ (1 —¢e)u(D,D),

Vv
= 5V+(1—8)§,
v
BTN

Vv
= (1+e)=.
(+€)2
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On a u(D, D) = . Donc u(e, D) > u(D, D). Par conséquent, a est stable face & la
stratégie D.

e La condition de stabilité de « face a la stratégie H. Vérifions si on a :

u(a, H) > u(H, H) (3.17)

wlo,H) = eu(H,H)+ (1 —¢)u(D, H),

V-C
= e + (1 —¢)(0),
B 6V—C
- o
On a, u(H,H) = 55,
ul ) —u(i 1) = L CL2C
= (5—1)V§C.
<0
<0

Donc, u(a, H) > u(H, H). Par conséquent, « est stable face a la stratégie H.
Donc, on peut déduire que la stratégie mixte o = (%,1 — %) est une stratégie évolu-
tionnairement stable. Maynard Smith indique que dans le cas ou le colit du combat est
supérieur a la récompense d’une victoire, il est recommandé d’utiliser une stratégie mixte.
Dans ce contexte biologique, la réalisation d’une ESS mixte dépend de I'’hypothese qu'un

génotype peut exister avec une probabilité spécifique et donne une espece réelle.

Remarque 3.4.2. La stratégie mixte, dans le cas d’'un jeu ayant une matrice A.

I J
A= 1 a b
J c d
Fia. 3.3 — Forme stratégique d’'un jeu symétrique avec deux stratégies pures.
D’apres I'équation (3.13), nous avons :
cull, )+ (1 —e)u(l,]J)=cu(J,I)+ (1 —¢)u(J,J),

= ca+(l—¢eg)b=cc+(1—¢)d,

= c(b+c—a—d)=b—d,
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b—d

T STV ie—a—d

L’ESS consiste a adopter une stratégie I avec une probabilité

(b—d)
(b+c—a—d)

€= (3.18)

Comme € > 0, alors on a

b—d>0, . a < c,
b+c—a—d>0, d < b.

Alors, il existe une stratégie évolutionnairement stable mixte si a < c et d < b.

Remarque 3.4.3. A priori, 'interprétation d’un équilibre en stratégies mixtes dans le
cadre d’un modele statique n’est guere évidente, mais elle présente un grand intérét dans
la perspective évolutionnaire. Cet équilibre décrit une situation ou les probabilités sont les
proportions de la population d’équilibre ayant respectivement un comportement conciliant
et un comportement agressif. Toute autre répartition de la population ne constituera pas
une ESS en ce sens que, pour cette autre répartition de la fraction des individus adoptant
la stratégie pure qui correspond a une espérance de gain moindre tendrait a se réduire,
jusqu'a ce qu’il y ait égalité entre les gains attendus des deux stratégies. Dans cette
interprétation, I’état d’équilibre requiert la coexistence de comportements différents : la
sélection n’aboutit pas a éliminer un type au profit de I'autre, car chacun ne doit pas étre

trop généralisé dans la population [83].

3.5 Comparaison

On présente ce qui suit, une comparaison entre la théorie des jeux classique et la

théorie des jeux évolutionnaires.
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Théorie des jeux classique Théorie des jeux évolutionnaires
Objectif Résoudre un conflit. Etude des dynamiques de 1’évolution.
Hypotheses - Comportement tres rationnel - Rationalité faible.
principales pour chaque individu. - Population infinie.
- Théorie statique. - Théorie dynamique.
Notions de - Equilibre et en particulier - Stratégie évolutionnairement
base I’équilibre de Nash. stable.
- Etat stable d’une population.
Caractéristiques - Jeux a un seul coup. - Combat par paire d’individus.
- Jeux répétés. - Utilisation des stratégies mixtes.
Problemes - Il existe des jeux sans équilibre - Approche completement
de Nash. théorique.
- Il existe des jeux avec plusieurs - Non automatisable.
équilibres de Nash. - Simplification du monde réel.
- Un équilibre de Nash conduit - Les combats ne se font
vers une solution sous-optimale. pas toujours par paire.
- Dans la vie réelle, les individus
ne sont pas souvent rationnels.

3.6 Conclusion

Nous avons introduit, dans ce chapitre, la théorie des jeux évolutionnaires qui constitue

aujourd’hui un pilier essentiel de la théorie des jeux, et qui a révolutionné notre compré-

hension a la fois de certains phénomenes biologiques et de la théorie des jeux classique

elle-meéme. Nous avons montré que 'idée principale sous-jacente aux jeux évolutionnaires

est que ce n’est plus la rationalité de chaque individu qui le pousse a adapter son com-

portement aux stratégies de ses adversaires, mais une évolution propre a ’ensemble de la

population a laquelle il appartient, et dont il est simplement un acteur parmi d’autres.

Nous avons introduit le concept de base d’équilibre ou de solution spécifique a la théorie

des jeux évolutionnaires, celui de stratégie évolutionnairement stable (ESS). Nous avons

illustré cette notion a 'aide d'un célebre jeu celui du Faucon et de la colombe.
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Chapitre 4

Caractérisation des stratégies
évolutionnairement stables

Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons quelques propriétés et caractéristiques des stratégies
évolutionnairement stables puis nous énongons un théoreme sur la relation entre le concept

de stratégie évolutionnairement stable et celui de réplication dynamique.

4.1 Propriétés des stratégies évolutionnairement
stables

4.1.1 Propriétés

Propriété 4.1.1. (o*,a*) € A x A est un équilibre de Nash dans le jeu (3.4) si et

seulement si
u(a*, a*) = T Aa® > T Aa* = u(B,a*), V5.

Preuve. (o, a*) € A% est un équilibre de Nash <

w(a®, o) > w(8,0%), VB EA,
= { us(a*0) > wsla*, B), WP e A

u(f,a*), VBeEA,
u(a*, B), VB € A.

u(B,a”), VB eA.

De la propriété 4.1.1 et de la proposition 3.4.2, on déduit :
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Corollaire 4.1.2. [16]

Si une stratégie a € A est une ESS, alors a € ANE.
On note par AEN, 'ensemble des stratégies d’équilibre de Nash.

Remarque 4.1.1. Comme toute stratégie évolutionnairement stable est un équilibre de
Nash, alors on peut considérer que la notion de stratégies évolutionnairement stables est

une forme de raffinement de 1’équilibre de Nash.
AESS C AEN )

Exemple 4.1.1. Soit un jeu a deux joueurs. L’ensemble des stratégies pures des joueurs

est X = {z1, 9, x3}. La matrice des gains associée a ce jeu est :

T i) T3
xy [ (15,15) (11,15) (11,15)
x| (15,11) (12,12) (11,11)
zs \ (15,11) (11,11) (10,10)

A:

I
—_
w
<C
<
I
—_
w

Ce jeu est symétrique puisque X7 = X et uy (24, z;) = ua(z;,2;), Vi

L’ensemble des équilibres de Nash du jeu en stratégies pures est
ANE = {(x1,21)}.

La stratégie x; est la seule stratégie candidate a étre une stratégie évolutionnairement
stable. Si on pose u(x;, ;) = uy(x1,x;), Vi =1,3, V j = 1,3 pour que z; soit une ESS ,
il faut que les conditions suivantes soient vérifiées :

i) Yy € X, u(xy,x1) > u(y, x1).

i) Vy € X, y # x, tel que u(xy,x1) = u(y,x1) on a u(z,y) > u(y,y).

Comme (z1,x1) est un équilibre de Nash, alors la condition i) de la proposition 3.4.2est
vérifiée.

Considérons y = x9. On a u(xy, 1) = 15 = u(xe, 1), mais u(xy,z) = 11 < 12 =
u(wq, x2). Donc la condition ii) de la proposition 3.4.2 n’est pas vérifiée. et x; n’est pas
une ESS. D’ou

AESS _

Proposition 4.1.3. [86]

Si o € A est faiblement dominée, alors o ¢ APSS.
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Preuve.
Montrons que si a* € A est faiblement dominée, alors a* ¢ AFSS,

Par définition, a* € A est faiblement dominée, s’il existe « € A, o # a* telle que
u(a, B) > u(a™, B), V0 eA. (4.1)
En posant § = o* dans (4.1), on aura :
u(a, o) > u(a*,a), VBeA. (4.2)

— Si dans (4.2), on a l'inégalité stricte, alors la condition i) de la proposition 3.4.2
n’est pas vérifiée et a* ¢ AP,

— Si dans (4.2), on a I'égalité, ie
u(o, o) = u(a”, a”).
En posant § = « dans (4.1), on aura

u(a, @) > u(a™, a).

La condition ii) de la proposition 3.4.2 n’est pas vérifiée et donc a* ¢ AFS9,

Ainsi, dans les deux cas a* ¢ AF5S,
[ |
Salten ([74], [75]) montre que 'équilibre de Nash strict est une ESS, c’est-a-dire que
la stratégie de 1’équilibre de Nash strict est 'unique meilleure réponse a elle-méme.
La proposition suivante est une condition suffisante pour 'existence d’une stratégie

évolutionnairement stable.

Proposition 4.1.4. [10] Si la stratégie a est un équilibre de Nash strict, alors « est une

ESS.

Preuve.

a* est un équilibre de Nash strict dans un jeu symétrique a deux joueurs, si

u(a, ) > u(a,a”), VaeAa#a (4.3)
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De (4.3), la condition i) de la proposition 3.4.2 est vérifiée.

Les conditions de réalisation de 1’assertion ii) de la proposition 3.4.2 ne seront jamais

vérifiées, puisque, d’apres (4.3), il n’existe pas de a € A tel que u(a*, a*) = u(a, a*).

D’ou a* est une ESS.

Exemple 4.1.2. Jeu du Faucon-Colombe

Reprenons 'exemple du jeu du faucon-colombe et la matrice des gains associée :

H

D ( 0

D
V)
v

2

Fic. 4.1 — Forme stratégique du jeu Faucon-Colombe.

e Supposons V > C' :

La stratégie H sera une stratégie dominante, si elle vérifie les relations suivantes :

u(H,H)>u(D,H), (1)
u(H,D)>u(D,D),  (2)
w(H,H) > u(H, H), (3)
u(H,D) > u(H, D). (4)
3)et(4) est évidente,
= Y2>0 = (1) est vérifiée,
V>X = (2) est vérifide, .
D’ou  H est dominante.
D’autre part, on a
uw(H, H)=Y5¢ >0, o V-C
{u(D,H)zO. — u(D,H)=0< 5 =u(H, H)

D’ou H est un équilibre de Nash strict.

D’apres la proposition 4.1.4, la stratégie H est une stratégie évolutionnairement
stable.
Puisque H est une stratégie dominante et que c’est un équilibre de Nash strict,

d’apres la proposition 4.1.4, la stratégie H est une ESS.
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de Nash en stratégies mixtes est a = (%, 1— %)

e Supposons V < C'. Le traitement de 'exemple 3.4.2 a montré que I'unique équilibre

Pour vérifier si la stratégie o est une stratégie évolutionnairement stable, il suffit de

vérifier si la condition (ii) de la proposition 3.4.2 est satisfaite.

Soit € A, 3 # « on a alors :

49— 53 = (. a0) A ) = (O ) A 50
= (n () anV +ap i) (B ) — (B (L
= andn("5 D) antoV +anny - i
= (o~ BB 5 )+ V) + (o — Be) (B
= (o — B (Bu(*—5 )+ FoV) + (1 - am)
= (o~ ) B3 ) + V) + (Bar — ) (B

— (ant — Bar) (B (Y

C) + BpV — ﬁDg%

2
= (o~ )0 (5 E) + o)
= (o — (V=N IOT
= (o — )PV 2O IO
= (o — (IO =€

)
2
V- 5H0)

= (ag —Bu)(

Puisque ag = %, cela implique que :

oTAR—(TAD = (am— o)D),
v V — BuC
= (5—@1)(?)7
V= ByC V —ByC
= (—F )=
= %(V—ﬂHC)Q > 0.

Donc
aTAB > BT AB.

D’ou la condition ii) de la proposition 3.4.2 est vérifiée, donc, a = (

stratégie évolutionnairement stable.

\%4
E)a

(= Bm) (B )
Vv
5)7

Ql<

) BuV + Bp—

<

71_

)(ﬁH,ﬂD)T7

— BupBpV — ﬁDﬁD%a

%) est une
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Exemple 4.1.3. Considérons la matrice des gains associée a un jeu fini a deux joueurs

symétrique (2.10) suivante :
T T2
B= apr a2
L2 Qg1 G22
Soit la matrice des gains suivante :

il T2
A= T aq 0
i) 0 (05}

Ofl, a; = b11 — b21 et a9 = b22 — b12 et supposons que ajas 7é 0.
Catégorie I, IV : Si a1 et ay ont des signes opposés, alors le jeu a exactement un seul

équilibre de Nash qui est de plus strict. Par conséquent, d’apres la proposition 4.1.4,

le méme jeu admet une seule ESS. D'une maniere plus explicite,
AFSS = ANE — {31} sia; >0etay <0 (Catégorie I).

et
AFSS = ANE — {31 sia; < 0etag >0 (Catégorie 1V).

Catégorie 11 : Si a; et ay sont tous les deux positifs, alors nous avons trois équilibres de
Nash qui sont

ANE = {xla T2, Oé},

_a2

olt v = exq + (1 —€)a, avec £ = 2.

Puisque

mas (L 5) (5 20)(15L) = metema—am(,2,),

= max(’a; + (1 — ¢)%ay).
3

2(2a14+ (1 —e)ay) =0=2¢ea; —2 (1 —e)ag =0 =& = 2

ai+az’

et % [e%a; + (1 — €)%as] = 2(a1 + az) > 0, alors effectivement & = P

Chacun des deux équilibres en stratégies pures sont stricts, ainsi x; et x5 sont évo-

lutionnairement stables.
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Cependant, « n’est pas une ESS. En effet, si on prend la stratégie mixte

B=(1,0) = f=u

on a :
0 15 a10as
T Aoy — 1 ai
o Aa = (e £) 0 ay 1_c P
et
T A ap 0 3 o _ Wmap
g Aa_(l,O)( 0 a > < 1_€> ae = P
D’ou
alAa = 57 Aa,
mais
0 1 a10a9
TAB = (e,1— @ = aje = :
a’ AP (E’ 5) 0 a9 0 e ai + as
a; 0 1
ﬁTAﬁ:(LO)( 01 CLQ)(O)ZG/M
et

alAB =eca; < a1 = BT AB,
et d’apres la proposition 3.4.2, a n’est pas une ESS. Par conséquent, on a :

AESS = {1‘1,1'2}.
Catégorie 111 : Si a; et ay sont tous les deux négatifs, alors nous avons deux équilibres

de Nash asymétriques et un équilibre de Nash symétrique.
ANE = {($27 xl)a (xla 3:2)7 Oé},

ot a = ex1 + (1 — &),
Cependant, cette stratégie a est évolutionnairement stable, puisque pour tout 5 € A,

on a

@109

u(a,a) = a’ Aa =
ay + as

=" Aa = u(B, a),
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et
€ e 0 15}
u(e, B) = <1—€) <01 ag)(ﬁ;>’
_ ap 0 B
- (5,1—5)<01 (12)(52)7
~ (e 12 ().
= eaif + (1 — €)azf,
= ( a1+a2 )a1 ( a:ﬁaz )azﬁm
= ( a(i%f;g ) ( atjl-i,l-lcz )527
- ( a(i%liléz ) 1 +52
- ( G(ITC; )’
et
_ B g ap 0 I3}
U(67ﬁ> - (52) <0 a2)<ﬁg>7
_ a0 B
- (61762) (01 CLQ) ( ﬁ; ) )
= (51611,52662) ( g; ) ,
= alﬂ% + agﬁg.
Donc,

u(B,68) = a1 B} + a2 < ( 72L) = u(a, B).

La stratégie « vérifie la condition ii) de la proposition 3.4.2. Par conséquent,
AESS {a}
4.1.2 Stratégies neutralement stables

L’absence de stratégie évolutionnairement stable dans un grand nombre de jeux consti-
tue la principale faiblesse du concept d’ESS. Pour y remédier, J. Maynard Smith [77] a
introduit le concept de stratégie neutralement stable (NSS), ou il est permis a des joueurs
adoptant des stratégies mutantes de réaliser un gain au plus égal a celui obtenu par des

joueurs adoptant la stratégie originelle [83].
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Définition 4.1.1. [30]
Une stratégie o € A est une Stratégie Neutralement Stable (NSS), si :

VoeA, dze(0,1) Vee(0,8), ula,(1—e)a+ef)>us,(1—e¢e)a+cef).

On note par AN I'ensemble des stratégies neutralement stables (NSS).

Cette définition de 1’équilibre ne demande pas a « d’étre meilleure que les stratégies
mutantes dans la situation post-mutation, mais simplement de ne pas étre inférieure a
celles-ci.

Nous pouvons, comme pour une ESS, définir une barriére d’invasion faible qui convient
a toutes les stratégies mutantes (.

La proposition suivante nous donne la relation entre ’ensemble des stratégies évolu-
tionnairement stables (ESS), 'ensemble des stratégies d’équilibre de Nash (EN) et 'en-

semble des stratégies neutralement stables (NSS).

Proposition 4.1.5. On a

AESS C ANSS C AEN

4.1.3 Stratégies évolutionnairement robustes

Swinkels a développé, pour sa part dans [80], le concept de stratégie robuste face aux
entrants en équilibre (REE). L’idée provient d’un constat simple : la stabilité évolution-
naire n’établit aucune restriction sur les stratégies mutantes. Or, dans un environnement
ol les modifications de stratégies peuvent étre le fait d’expérimentations diies a des petits
groupes d’individus, il parait raisonnable de définir une robustesse a I'intrusion des seules
stratégies en mesure de devenir optimales apres avoir été introduites dans la population.

Alors que la stabilité évolutionnaire ne requiert aucune rationalité des individus qui
adoptent une stratégie mutante, Swinkels les dotes de capacité a choisir une stratégie opti-
male et propose un critere de robustesse valable uniquement a I’encontre de ces stratégies.

Cela nous conduit a la définition suivante.

Définition 4.1.2. (Stratégie robuste face aux entrants en équilibre (REE))[86]
La stratégie a € A est une stratégie robuste face aux entrants en équilibre (REE), s’

existe £ € (0,1) tel que Ve € (0,8),V8 € A, B # a,on a:

B¢ B((1—e)a+ep),
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B(1—¢e)a+ep)={ve A/ uly,(1 —e)a+ef) >uln, (1 —c)a+epf), Vne A}

C’est a dire que, la stratégie [ n’est pas une meilleure réponse a la stratégie mixte
(1 —¢e)a+ep).

On note par ARFE D’ensemble des stratégies robustes face aux entrants en équilibre
(REE).

Cela signifie qu’aucune stratégie mutante ne peut étre optimale dans I’éventuelle situa-
tion post-mutation qui en résulterait, pour une part de stratégies mutantes suffisamment
faible dans cette nouvelle situation. Cette notion est surtout utile pour faire le lien entre la
théorie des jeux évolutionnaires et I’économie, car elle indique que, si la situation initiale
a est une REE, alors un petit groupe d’individus doués de réflexion ne se mettrait pas a
jouer la stratégie mutante 3, car cette stratégie ne serait pas optimale dans la nouvelle
situation qui adviendrait, et cela V. 3 # «.

La proposition suivante nous donne la relation entre ’ensemble des stratégies évolu-
tionnairement stables (ESS), I'ensemble des stratégies d’équilibre de Nash (EN) et I'en-

semble des stratégies robustes face aux entrants en équilibre (REE).

Proposition 4.1.6. [86]/ On a :

AESS C AREE C AEN

4.1.4 Caractérisation des ESS

Définition 4.1.3. [10] Une stratégic a € A est une stratégic localement supérieure

”LSS” (Locally Superior Strategy), s’il existe un voisinage V(a) de o dans A tel que :

vV geVia)\{a}, ula,B) > u(s,f). (4.4)

Définition 4.1.4. [10] Une stratégie a € A est une stratégie faiblement localement

supérieure, s'il existe un voisinage V(«) de o dans A tel que :

v ieviao)\{a}, ula,B) = u(s, ). (4.5)

Définition 4.1.5. Une stratégie a € A localement supérieure est appelée une stratégie

évolutionnairement robuste "ERS” (Evolutionary Robust Strategy).
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I1 sera souligné que le concept de stratégie LSS dépend de la topologie utilisée sur A,
qui est une issue non triviale dans les cas infinis, par conséquent, la détermination d’une
ERS. Le concept de stratégie LSS est plus fort que le concept de stratégie ESS, comme le

montre le résultat suivant :

Proposition 4.1.7. [86]

a € AFSS | si et seulement si o est localement supérieure.

Preuve.

P
Supposons que a € A est une stratégie localement supérieure, par définition, il existe
un voisinage V C R" de « tel que u(«, 5) > u(f3, 5) pour tout 5 # «, f € ANV.
Pour v # a, v € A, il existe alors un certain &, € (0,1) tel que ¢ € (0,&,),
w=ey+(l—¢c)a € V.

Par hypothese, nous avons u(a,w) > u(w,w).

Puisque la fonction u est linéaire, on aura :
u(w,w) =uley+ (1 —e)a,w) = cu(y,w) + (1 — e)u(a,w).

Puisque

u(a,w) > u(y,w).
Puisque w = ey + (1 — €), on aura :
u(a, ey + (1 —¢e)a) > u(y,ey+ (1 —e)a).

Donc, a € AFSS,
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Supposons que a € AF95 soit & € (0,1) une barriere d’invasion uniforme. Soit
Zo C bd(A) tel que bd(A) est I'union de toutes les frontieres des faces de A ne

contenant pas a.

Zo={2€A,2,=0,VieC(x)}

Soit
D={fecApB=ey+(1—¢)a,Vz € Z,, Ve € (0,8)}.

Alors Z, est un ensemble fermé ne contenant pas «. Il existe un voisinage V C R"

de a tel que

VNACD.

Supposons que 3 # a, € VN A. Alors 5 € D, et

u(y, 8) < ula, B), (4.6)

ou v est définit de la méme facon que dans la définition de I’ensemble D. Puisque

la fonction w est linéaire, I'inégalité (4.6) est équivalente a l'inégalité suivante :

u(B, B) < u(a, B).

D’ot, la stratégie « est localement supérieure.

La proposition suivante nous donne une condition nécessaire et suffisante pour I'exis-

tence d’'une stratégie neutralement stable.

Proposition 4.1.8. Une stratégic o est une NSS si et seulement si elle est faiblement

localement supérieure.

Proposition 4.1.9. Pour une stratégie o € A, les trois cas suivants sont équivalents

1.

2.

3.

a € AFSS,

a a une faible barriere d’invasion uniforme.

a est fatblement localement supérieure.
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4.1.5 Structure de ’ensemble des ESS

Le théoreme suivant, qui porte sur le support des ESS, est absolument fondamental.

Il permet de prouver la finitude de I’ensemble des stratégies évolutionnairement stables

AFSS et donne méme un critere simple suffisant pour affirmer I'unicité d’une ESS.

Théoreme 4.1.10. [/86/(Support des ESS)
Soit C une correspondance de A — A.

Sia € APSS et C(B) € C(a) VB € A\ {a}, alors 3 ¢ ANE,

Le nombre de stratégies évolutionnairement stables est fini (peut étre nul). Nous éta-

blirons le résultat suivant.

Corollaire 4.1.11. [86]

L’ensemble APSS C A est un ensemble fini.

Corollaire 4.1.12. [30]
S’il existe une ESS a € int(A), alors cette ESS est unique.

4.1.6 Efficacité dans les jeux doublement symétriques

Les jeux doublement symétriques servent a modéliser les interactions "coopératives”
. Dans ce cadre, nous pouvons nous poser la question de savoir si 1’évolution favorise
les stratégies qui seront les plus efficaces ou non. Pour cela, nous introduisons la notion

d’efficacité :

Définition 4.1.6. [30](Efficacité)
La stratégie a € A est dite :

e localement strictement efficace, s’il existe un voisinage V de « tel que
VBeV, B#a ula,a)>u(s,).

e localement faiblement efficace, s’il existe un voisinage V de « tel que
VBeV, B#a, ula,a)=u(f,0).

e globalement efficace, si V5 € A u(a, ) > u(f, 5).
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Les stratégies globalement efficaces sont les stratégies optimales.
La proposition suivante fait le lien entre efficacité et ESS (dans le cas des jeux dou-

blement symétriques).

Proposition 4.1.13. [86] Une stratégie o € AF55 si et seulement si a est localement

strictement efficace.

ANSS

Proposition 4.1.14. Une stratégie a € si et seulement si o est localement faible-

ment efficace.

4.2 FEtude dynamique

La théorie des jeux évolutionnaires est une théorie qui permet de modéliser explicite-
ment la dynamique présente dans les interactions entre les joueurs. Cette branche de la
théorie des jeux analyse ’évolution de la fréquence des stratégies (comportements) au sein
d’une population d’agents interagissant stratégiquement et dotés d’une rationalité nulle
ou limitée.

La théorie des jeux évolutionnaire combine le concept statique de stratégie évolu-
tionnairement stable avec le concept dynamique de réplication dynamique, une notion
formalisée par Taylor et Jonker [82], voir aussi, par exemple, Zeeman [95], Bomze [13],
Van Damme [21] et Weibull [86]. Cependant, d’autres critéres peuvent aussi intervenir
pour motiver le choix d'une stratégie en fonction d’autres dynamiques possibles du jeu. Il
existe d’autres modeles modélisant la dynamique des populations que le modele de répli-
cation dynamique, entre autres : le modele par imitation, le modele monotone, le modele

de la meilleure réponse, etc.

4.2.1 Dynamique des populations

Intéressons-nous maintenant plus directement au processus dynamique concernant
I’évolution des stratégies dans la population. Les processus évolutionnaires comportent
deux mécanismes de base : la mutation et la sélection des stratégies. La stabilité évolu-
tionnaire souligne le role des stratégies mutantes dans la mesure ot I’'on étudie la stabilité
des solutions du jeu [92].

Pour pouvoir étudier la dynamique de sélection, nous allons d’abord nous placer dans

un cadre particulier ou chaque individu joue une stratégie pure. Cela va nous permettre
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de faire apparaitre une approche qui a été développée au sein de la théorie de I’évolution,
pour modéliser la dynamique des populations : la dynamique de réplication.

Le modele de replication dynamique développé par Taylor et Jonker (1978) [82], Zee-
man [95], Bomze [13] en 1986, décrit un processus de sélection.

Dans le modele de réplication dynamique, on considere que la population est constituée
de différents groupes d’individus vivant en coexistence, chacun d’eux étant caractérisé par
une stratégie pure spécifique. L’idée centrale est alors que la croissance d'un groupe de
la population dépend des gains retirés de leurs stratégies. En conséquence, le processus
de réplication dynamique analyse la facon dont des groupes, caractérisés par différentes
stratégies pures dans la population, évoluent au cours du temps.

La dynamique de réplication est un modele explicite du processus de sélection, spéci-
fiant comment une population est associée avec différentes stratégies pures dans un jeu
qui évolue dans le temps. La formulation mathématique de la dynamique de réplication

est die a Taylor et Joncker (1978) [82].

4.2.2 Modeles de replication dynamique

Considérons une large population finie d’individus, jouant chacun une stratégie pure
r; € X = {x1,29,...,27,}, qui sont tirés au hasard par paires pour jouer un jeu fini
symétrique a deux joueurs.
Si le nombre m;(t) > 0 désigne le nombre d’individus qui jouent la stratégie pure x; € X

au temps t et m(t) le nombre total d’individus dans la population, alors

n
m(t) =Y m(t).
i=1
L’état de la population associé a cette situation peut étre représenté par le vecteur

p(t) = (p1(t), p2(t), - .-, pu(t)),

ou p;(t) est la proportion d’individus de la population jouant la stratégie pure z; au temps
t:
pi(t) =m;(t)/m(t), i=1,...,n.

Remarque 4.2.1. L’état p(t) de la population est formellement identique a une stratégie

mixte du jeu a deux joueurs a 1’état initial.
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A) Le modele discret

Il existe plusieurs versions de la dynamique de réplication. En temps discret, a chaque
période de temps, les individus sont tirés au hasard par paires pour jouer exactement une
instance du jeu. A la fin de la période (phase de reproduction), ils prennent connaissance,
de leurs gains respectifs et des gains des autres joueurs. Cela leur permet d’utiliser ces
informations de maniere a réviser le choix de leurs stratégies. Ainsi, chaque individu est
remplacé par un nombre d’individus jouant la méme stratégie, proportionnel au gain recu
lors des confrontations. LLe nombre moyen de remplacements pour un individu jouant la

stratégie pure x; est proportionnel a U(z;, p) :

Ulxi,p) = Bu(zi,p) = > ulwi,z;)p; = Y aiyp; = (Ap)i, (4.7)
j=1 j=1
ot A = (aij); ;=17 est la matrice des paiements du jeu.

Pour un individu jouant la stratégie pure x;, il n’y a pas de différence en fait entre une
rencontre avec un autre individu tiré aléatoirement de la population jouant la stratégie p
et jouer face a un vrai joueur jouant la stratégie mixte p.

Le gain moyen dans la population, et donc le gain espéré d'un individu participant a

une rencontre aléatoire dans la population jouant la stratégie mixte p, est donné par :

Ulp,p) = sz-U (25, p) = p" Ap. (4.8)

Le gain U(p,p) est équivalent au gain espéré d’'un joueur jouant la stratégie mixte p
contre un autre individu jouant la stratégie mixte p.
La proportion d’'individus de la population, adoptant la stratégie z; a la période ¢t + 1,

est :

Uleap®) . (Ap(t)),
0o p0) ~ P T

L’évolution de la population est caractérisée par le processus Ap;(t) = p;(t+1) — p;(t).

pi(t+1) = pi(t) (4.9)

Donc
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Api(t) = pit+1) —pi(t),

(
= pi(t)

(

(

= Di t)

En abandonnant l'indice relatif au temps, la derniere expression peut se réécrire :

Api(t) = pi(t +1)

—pi(t) =pi

[ Uleip(t) _1}
EICOFO) ’

U(ai,p(t)— U@@m@»}
Up(t),p()) ’

[ (Ap()i— ()TAM)]_

p(t)" Ap(t)

(Ap)i = p" Ap
pTAp

(4.10)

Le systeme d’équations aux différences Ap décrit le processus de réplication a temps

discret.

B) Le modele continu

Il est également plus simple de travailler en temps continu. Si les périodes de temps

deviennent tres courtes, alors I'équation aux différences Ap; = p;(t + At) — p;(t) peut étre

approximée par 1’équation différentielle suivante :

dpi_ .
dt _pZ_

Ces équations ont des propriétés équivalentes a celles de I’équation simplifiée :

)

(Ap)i —p" Ap
pTAp

pi = pi| (Ap); — p" Ap).

Le systeme d’équations différentielles p décrit, pour sa part, le processus de réplication

en temps continu.

En résumé nous avons :

pi = pi[U(zi,p) — U(p,p)] = pil(Ap); — p" Ap),

ou

(4.11)

(4.12)

* U(z,p) : est le gain espéré quand la stratégie pure x; est jouée contre le profil de

stratégie p.

* U(p,p) : est le gain espéré de la position de joueur i quand le profil de stratégie x

est joué dans la population (le gain moyen dans la population avec la stratégie p).
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* p; donne le pourcentage d’individus jouant la stratégie x; nouvellement dénombrée

au sein de la population a la prochaine période.

Remarque 4.2.2.
e Des stratégies non jouées au début du jeu (a U'instant initial) ne peuvent pas appa-
raitre dans la dynamique de réplication.
e La proportion d’individus de la population jouant une stratégie quelconque peut

devenir tres petite, mais jamais nulle.

Exemple 4.2.1. Soit une population d’individus, ou les rencontres se produisent par

paires d’individus. Considérons la matrice des gains suivante associée a un jeu fini symé-

. aq 0
A_(O (12).

De (4.11) et (4.12), on déduit que la dynamique de réplication associée a ce jeu peut

trique a deux joueurs (2.10).

Supposons que ajas # 0.

s’écrire sous la forme suivante :

D1 = (a1p1 - azpz)p1p27 D2 = (azpz - alpl)pﬂ?z; (4-13)

ol p; et po sont respectivement les proportions des individus jouant les stratégies x;

et x5 dans la population, telles que ps = 1 — p;. De (4.13), on déduit que ps = —p.

Catégorie I, IV Siajay < 0, la proportion p; (t) d'individus utilisant la stratégie x; dans
la population décline contintiment si a; < 0 et as > 0. En effet, d’apres la relation

(4.13), on aura
p1 = (alpl - a2p2)p1p2

avec a1p; < 0, —asps < 0, p1pe > 0, d’ou py; < 0.

Par contre, si a; > 0 et as < 0, la proportion p;(¢) d’individus utilisant la stratégie x;
dans la population croit continiment. Par conséquent, en démarrant, de n’importe
quel point intérieur (c-a-d, les deux stratégies existent a I’état initial) I’état de la
population converge vers I'unique ESS du jeu.

e Sia; <0etay >0, donc il converge vers xs.

e Sia; >0 et ay <0, donc il converge vers x;.
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Catégorie ILIII Si ajas > 0, le taux de croissance de x; change de signe quand a;p; =
asps. Ce changement se produit donc a la stratégie mixte d’équilibre de Nash :

a2
a1 + as

ay
ap + as

* *
2_1_ 1

aip1 = Gapy = P; =

?

e Supposons que les deux payements soient positifs (catégorie 11, a; > 0 et ay > 0).
Alors p; décroit vers 0, en partant de n’importe quelle valeur initiale p; (0) < p7, et,
inversement, croit vers 1 en partant de n'importe quelle valeur initiale p; (0) > pj.
* Si p1(0) < pi, létat de la population converge vers une dominance par la

stratégie xs.
*x Si p1(0) > pj, I'état de la population converge vers une dominance par la
stratégie x.
Par conséquent, a partir d’un point intérieur quelconque, I’état de la population
converge vers I'une des deux stratégies évolutionnairement stables.

e Supposons que les deux payements soient négatifs (catégorie 111, a; < 0 et as < 0).
La proportion de la stratégie x; dans la population croit vers pj en partant de
n'importe quelle valeur initiale (point intérieur) p;(0) < pi et décroit vers pj, en
partant de n’importe quelle valeur initiale (intérieure) p;(0) > pj. Par conséquent,
I’état de la population converge vers 'unique ESS en partant de n’importe quelle
valeur initiale (point intérieur) de ce jeu.

L’équation de la dynamique de réplication (4.12) peut s’écrire sous la forme :

dp;

di = pi = pilU(zi,p) — U(p,p)] = pil(Ap)i — pTAp]~ (4.14)
En posant,
p(t) = (p1(t), ..., palt)),
dp .
L =10 (4.15)

f) = (fip)s- - fal0), filp) = pil(Ap); — p" Apl,
et p(0) = (p1(0),p2(0),...,pn(0)) est I'état de la population a I'instant initial.
On note par p(p(0),t), Papplication p : R" x R — R™, telle que p(p(0),t) est 1'état

de la population a l'instant ¢ en partant de la condition initiale p(0) en ¢ = 0.
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Définition 4.2.1. p* € A est un point stationnaire ou un point d’équilibre pour I’équation

différentielle (4.15) définie sur A C R"™, si f(p*) = 0.

Définition 4.2.2. p* € A est un point stable, s’il est un point stationnaire de I’équation
différentielle (4.15) et pour tout voisinage V de p*, il existe un voisinage U C V tel que si

p(0) € U alors p(p(0),t) € V pour tout ¢ > 0.

Définition 4.2.3. p* € A est asymptotiquement localement stable, s’il est un point stable
et il existe un voisinage W de p* tel que p(0) € W entraine

lim p(p(0),t) = p".

t——+oo

Définition 4.2.4. p* € A est globalement stable, s’il est un point stable tel que pour
tout p(0) € int(A) on ait :
lim p(p(0),¢) = p*.

t—-+o0
Le résultat suivant est diie a Taylor et Jonker [82] voir [95], et peut étre vu comme
le résultat de base reliant la réplication dynamique et les stratégies évolutionnairement

stables.

Théoréme 4.2.1. [50]

Tout o € AP est asymptotiquement stable dans la réplication dynamique (4.12).

Remarque 4.2.3. Le théoreme 4.2.1 dit que pour n’importe quel stratégie ESS, il y a
un voisinage V de cette stratégie tel que n’importe quelle trajectoire de la dynamique de
réplication commencant dans ce voisinage V' converge vers cette ESS. Cependant, 'inverse
n’est pas vrai. La dynamique de réplication peut converger vers une stratégie n’étant pas
une ESS.

D’ailleurs, une trajectoire ne converge pas toujours a un certain point limite p* si ¢

tends vers 'infini.

4.2.3 Stabilité de la réplication dynamique et ESS

Il est connu que dans un jeu fini 2.4 linéaire,(voir [43], [70] pour une analyse plus
détaillée), la relation entre le concept de stratégie évolutionnairement stable et celui de

réplication dynamique est explicité dans le théoreme suivant.
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Théoreme 4.2.2. [10] Considérons le jeu linéaire (2.4).

Tout point stable de ’équation (4.12) est un point d’équilibre de Nash.

Théoréme 4.2.3. [19] Soit un jeu linéaire fini (2.4).
e Si o € A est une ESS, alors o est localement asymptotiquement stable pour la
réplication dynamique (4.12).
e Si € int(A) est une ESS, alors «v est globalement stable.

Cas des jeux doublement symétriques

Corollaire 4.2.4. Considérons le jeu 2.9. Les propositions suivantes sont équivalentes :
1. o € AP,
2. « est localement strictement efficace.

3. a € A est asymptotiquement stable dans la réplication dynamique (4.12).
4.3 Conclusion

Nous avons consacré ce chapitre, a la présentation de quelques propriétés et caracté-
ristiques des stratégies évolutionnairement stables (ESS). Nous montrons que les straté-
gies évolutionnairement stables correspondent aux stratégies de ’équilibre de Nash, mais
I'inverse n’est pas vrai. Puis, nous avons spécifié la définition d’'une ESS dans certains
exemples de jeux. Enfin, nous avons formulé la relation entre le concept de stratégie évo-

lutionnairement stable et celui de réplication dynamique.
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Chapitre 5

Jeux évolutionnaires dans les
problemes de concurrence
d’entreprises

Introduction

L’objectif de ce chapitre est de présenter quelques unes des applications de la théorie
des jeux évolutionnaires en économie. Notamment, nous nous sommes intéressés a une

étude détaillée d’un cas de probleme de concurrence d’entreprises.

5.1 Economie en théorie des jeux évolutionnaires

Les jeux évolutionnaires ont saisi une part grande et croissante de la littérature de
la théorie des jeux ces dernieres années. Mais les applications économiques de la théorie
des jeux évolutionnaires demeurent peu explorées, alors qu'une part dominante de la
littérature appliquée aux sciences économiques se fonde sur la théorie des jeux classique.

Friedman [32] définit un jeu évolutionnaire comme un modele formel d’interaction
stratégique qui perdure dans le temps et dans lequel les stratégies qui s’accompagnent
des gains les plus élevés tendent a se substituer a celles dont les gains sont faibles, mais
ou I'élimination des stratégies les moins rentables est marquée d’une certaine inertie,
dans le sens ou le changement ne se produit pas soudainement mais progressivement,
ol, enfin, les agents ne tentent pas systématiquement d’influencer les actions futures de
leurs partenaires (comme c’est le cas dans le modele du choix rationnel). D’autres auteurs
(par exemple Weibull [86], Van Damme [21]) proposent une définition plus restrictive

en imposant des conditions supplémentaires : la population doit étre tres importante, les
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individus ont une rationalité limitée, les rencontres entre agents s’effectuent aléatoirement

et les stratégies sont observables. Néanmoins, Friedman [32] juge inutiles ces différentes

restrictions des lors que les problemes étudiés concernent des situations économiques.

5.2 Modele de jeu évolutionnaire

5.2.1 Eléments du modéele

Les modeles de jeux évolutionnaires sont construits a partir des éléments suivants :

1.

Une population de joueurs (individus), tous ces individus ont un ensemble commun
de stratégies. Dans le cas d’un jeu matriciel symétrique 2x 2, I’ensemble des stratégies
est constitué de deux stratégies alternatives. Dans un jeu du marché, nous pourrions
avoir une population de traders chacun avec un prix ¢ au-dessus duquel une unité

est vendue et en-dessous duquel une unité est achetée.

. Une fonction payement. Dans le cas d’'un jeu matriciel, la fonction gain est repré-

sentée par une matrice dont I'élément a;; est le payement d’un joueur choisissant sa
i stratégie quand son opposant choisit sa j*™¢ stratégie. Dans le jeu du marché,
le payement serait par exemple, un profit d’échange donné, le prix d’achat, I'ordre

de vente du commercant pour toute stratégie de celui-ci.

. Une dynamique décrivant I’évolution des fréquences des stratégies dans une popu-

lation au cours du temps. Une des dynamiques les plus utilisées est la réplication

dynamique.

. Une ou plusieurs notions de solutions (d’équilibre) qui peuvent exister dans un jeu

évolutionnaire.

5.2.2 Dynamique

L’approche directe par les ESS est nettement insuffisante. En effet, au contraire de la

théorie classique des jeux antagonistes, la théorie des jeux évolutionnaire ne postule pas

la rationalité des joueurs.

Sur le marché du travail, et dans un environnement instable, la seule maniere de

prendre une décision a peu pres fondée, est, d’'une année sur ’autre, d’observer 'efficacité

relative d’une stratégie par rapport a une autre.

Page 78



Chapitre 5 Problemes de concurrence d’entreprises

Comme le fait remarquer Orléan [62], cette dynamique laisse de c6té un aspect impor-
tant de la logique évolutionnaire, a savoir la présence de facteurs de mutation. En effet,
deux éléments peuvent se superposer pour expliquer quun certain nombre de joueurs ne
vont pas se déterminer directement en calculant I'avantage relatif d’une stratégie. Tout
d’abord, il existe toujours un certain pourcentage de la population qui a un acces tres

restreint a I'information qui est supposée libre et sans cott pour les joueurs.

5.3 Modélisation d’un conflit routier sous forme d’un

jeu
Clinet et Piatecki [18] ont proposé un modele de jeu évolutionnaire pour 'analyse des
conflits récurrents dans le secteur des transports routiers. Nous allons présenter, dans ce

qui suit, la modélisation et ’analyse de ce probleme plus en détails.

5.3.1 Modélisation du conflit

Le secteur des transports routiers est composé de 38.000 entreprises en France. Malgré
des tailles tres diverses, ce nombre traduit un fait évident : ce sont essentiellement de tres
petites entreprises. On peut donc supposer qu’il n’existe pas d’effet d’entreprise domi-
nante et que le secteur est réellement concurrentiel. Cette concurrence est renforcée par
le comportement des clients. En effet, méme si une part non négligeable des transports
est réalisée systématiquement par une relation contractuelle, implicite ou explicite entre
les deux parties transporteur et client, la plupart du temps, lorsqu’un client recherche un
transporteur, en faisant I’hypothese que cette recherche d’information est onéreuse, nous
pouvons supposer que les clients s’adressent en moyenne a deux entreprises. Ces dernieres,
de ce fait sont appariées deux a deux.

Considérons que chaque entreprise puisse adopter deux stratégies distinctes :

1. la stratégie s., dans laquelle 'entreprise offre a ses chauffeurs une rémunération
élevée, mais qui a pour conséquence que ses profits seront a un niveau bas et donc

de déterminer une valeur de ses cash-flow V, faible.

2. la stratégie s;, dans laquelle I’entreprise offre a ses chauffeurs une rémunération plus
faible, mais qui a pour conséquence que ses profits seront a un niveau plus élevé et

donc de déterminer une valeur de ses cash-flow V}, forte.
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On considere le jeu suivant :

<N, { X Yien {tifienr)-
Avec

e N : T'ensemble des joueurs. Dans notre cas, ’ensemble des entreprises du transport

routier sont au nombre de : N = 38000.
N = {1,2,...,38000}.
e {X,}ien : Vensemble des stratégies admissibles de l'entreprise 4, pour i € N.

Xi - {567 Sb};

avec
* S, : I'entreprise offre a ses chauffeurs une rémunération élevée.
* s : 'entreprise offre a ses chauffeurs une rémunération plus faible.

On définit
X:X1 XXQX XN

le produit cartésien des X;, i € N.

o {u;}icn : est la fonction de payement de 'entreprise i pour i € N,
u - X — R

Dans ce cas, la fonction u; représente la valeur du cash-flow, c’est a dire, la différence

entre les profits et les rémunérations qu’elle offre a ses chauffeurs.
On a donc V, < V,,. Partant du principe qu’'une entreprise appariée avec une entreprise
dont l'offre est moins onéreuse perd le marché, mais que seul le hasard décide de I’'obtention
du marché dans le cas ou elle est appariée avec une entreprise qui adopte la méme stratégie

qu’elle. En d’autres termes, la probabilité d’obtenir le contrat est dans ce cas de =. La

1
5
matrice du jeu est représentée dans le tableau 5.1.

A I’équilibre de Nash, le jeu ne laisse pas de place pour la moindre considération sociale

puisque I’équilibre unique est (s, ) équilibre associé au couple de rémunération ( %, %)

Mais la modélisation du conflit des routiers en termes d’équilibre de Nash pur est

inadéquate. En effet, chaque entreprise sait qu’elle opére dans un marché concurrentiel
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Entreprise 1 / Entreprise 2 Se Sp
Se (5. %) (87 ‘é)
Sb (V4,0) | (5,3)

TAB. 5.1 — Matrice des gains

et non dans un duopole. Elles savent aussi que la réussite d’'une stratégie dépend de la
proportion des autres entreprises qui adoptent cette stratégie. Il est vraisemblable qu’elles
interpretent les conditions du jeu comme les conditions d'un jeu évolutionnaire. A la

différence d’un jeu traditionnel, ce dernier reconnait explicitement :

1. que les entreprises sont en grand nombre,

2. que les stratégies qu’elles adoptent sont prédéterminées au préalable des conflits

potentiels auxquels elles vont participer,

3. qu’elles sont appariées au hasard ; en ce sens qu’aucune d’entre elles n’a de controle

sur la demande d’information de la part des clients.

Dans ce cas, si la population est composée d'un grand nombre de s.-entreprises, c¢’est-
a-dire d’entreprises qui préferent offrir des rémunérations élevées a leurs chauffeurs, il peut
étre, a priori intéressant pour une entreprise de décider d’étre elle-méme une s.-entreprise.
En effet, dans la mesure ou elle se trouve rarement appariée a une s,-entreprise, elle ne
perd pas automatiquement trop de marchés. En réalité, comme nous allons le montrer
ci-dessous, la stratégie s, est une stratégie évolutionnairement stable.

Dans une population composée de "¢’  s.-entreprises et donc de "(1 — €)” -
entreprises, une entreprise a une probabilité ¢ d’étre appariée a une entreprise s. et une
probabilité (1 — ) d’étre appariée a une entreprise s,. Donc, si on prend deux entreprises
(qu’on notera entreprise 1 et entreprise 2), les gains des deux entreprises tenant compte

de la matrice des gains dans le tableau 5.1, on aura :

Entreprise 1 / Entreprise 2 Se Sp
Se (5. %) | (0.%) €
St (V,0) | (2, %) | (1—¢)
€ (1—¢)

Les espérances de rémunération d’une s.-entreprise
Sachant qu’une entreprise jouant une stratégie s, a une probabilité ¢ de rencontrer

une entreprise jouant la méme stratégie qu’elle et a une probabilité (1 — ) de
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rencontrer une entreprise jouant la stratégie s, alors son espérance de gain sera :

EU(se) = eU(Se,8e) + (1 —e)U(se, Sp),

_ g%+(1—g)(o>,

YIRS

Les espérances de rémunération d’une s,-entreprise
Sachant qu'une entreprise jouant une stratégie s, a une probabilité (1 — ¢) de ren-
contrer une entreprise jouant la méme stratégie qu’elle et a une probabilité ¢ de

rencontrer une entreprise jouant la stratégie s, alors son espérance de gain sera :

EU(sp) = eU(sp, Se) + (1 —&)U(8p, Sp),

v
= €%+(1_8> Eba
W W
= faty
Vi
= (1 —
(149"
Donc
o EU(se) = U(se,e8e+ (1 —€)sp) = € 2.

e EU(sy) = U(spese+(1—¢)sy) = (L4¢) 2.

On vérifie si la relation suivante est justifiée.

2

EU(sp)" > "EU(se).
EU(sp) — EU(s.) = (1+8)%—€%,
(A4 Vy—e W
— 5 :
- WteVy,—e Vg
— 5 ,
= Vb—l-a(;/E,—Ve) > 0. (ona V,>V,)

Donc on a EU(sp) > EU(s.). Par conséquent, d’apres la définition 3.4.1 d’une ESS, on
peut dire que s; est une stratégie évolutionnairement stable.

Supposons qu’initialement la population des entreprises soit essentiellement composée
de sp-entreprises, ce que nous traduisons par 0 < ¢ < 1. Alors, dans ce cas, la matrice

des gains représentée dans le tableau (5.1) est réduite a :
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Entreprise 1 / Entreprise 2 Sp

Sb

En d’autres termes, dans le long terme, les s.-entreprises vont disparaitre complete-
ment au profit des sp-entreprises et, comme nous ’avions annoncé, s, est une stratégie

évolutionnairement stable.

Remarque 5.3.1. Cette analyse est-elle définitive 7 N’est-il pas possible que des entre-
prises immergées dans cet univers hautement concurrentiel ne décident d’adopter une
stratégie de type s, sans disparaitre du marché? Pour aller plus loin dans I’analyse de ce

probléeme, introduisons sa dynamique évolutionnaire.

5.3.2 La dynamique évolutionnaire du conflit des routiers

Dans la section précédente, nous avons supposé 1’état stationnaire. En d’autres termes,
nous n’avons pas tenu compte de I'histoire des stratégies. Or, méme si au moment de jouer,
les entreprises ont déterminé la stratégie qu’elles vont adopter, elles possedent assez d’in-
formation pour décider de changer de stratégie, si la stratégie qu’elles avaient adoptée
précédemment s’avere inefficiente. La théorie des jeux évolutionnaires interprete 1'ineffi-
cience comme le fait qu’une stratégie offre une rémunération inférieure a la moyenne de
I'espérance de rémunération qu’offre ’ensemble des stratégies. Si p(t) est le pourcentage
d’entreprises qui adoptent la stratégie s, a l'instant ¢, I’espérance moyenne de rémunéra-

tion des entreprises est :

EU(t) = p(t)EU (s.) + (1 — p(t))EU ().

Le taux de croissance de la part de la population qui adopte la stratégie s, ;% est

alors commandé par 1’écart entre l'espérance de rémunération de cette stratégie et la

moyenne des espérances de rémunération de toutes les stratégies a l'instant ¢ (voir le

modele réplication dynamique définie dans I’équation (4.12)). En d’autres termes :

-
—
~
N—

= EU(s) — [p(t)EU (s.) + (1 — p(t))EU (s)],
= (1 —p()[EU(s.) —EU(sp)].

=

—
~

S—
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En remplagant EU(s.) et EU(s;) par leurs valeurs, on aura :

B~ (- pO)EU(s) - BV
= (L PP — 0V + (1= p(t) 2],
= (L PPl % — (Vi — (1 p(t) 2],
= (PP S~ pVi— o+ p(0) ]
= (A pOOV: ~ OV~ i+ 2OV,
= ()1~ POV, ~ p(0)Vi ~ Vil
= ()= POV ~ Vi)~ Vi),
= (I plpte) - )
On pose
o= BT

Apres ces substitutions et réarrangements, il vient que la dynamique du jeu, dite

“dynamique de replication”, est :

p(t) = = dp(t)(1 = p(t))[p(t) — p'], (5.1)
avec
U A S (R
2 (Ve = V3)
Etant donné que nous avons postulé que V, <V, , on a :
5:M>0 et p*:ﬁ<0.

Puisqu’on a une valeur de p* qui est négative, or nous savons que p* est une proportion
d’entreprises dans la population qui adoptent la stratégie s., donc, p* > 0. Puisque la
dynamique de réplication nous donne les proportions des individus jouant les différentes
stratégies pures, par conséquent, p* n’est pas un équilibre de la dynamique de réplication,

puisque p* < 0.
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Comme la conjugaison de tous les termes du membre de droite de I’équation (5.1) de
la dynamique de réplication est négative, alors en partant de n’importe quelle répartition
initiale de la population (p(0), (1 — p(0))) on aboutit a la répartition d’équilibre (p, (1 —
p)) = (0,1). En d’autres termes, la stratégie (p,(1 — p)) = (0,1) correspond au cas
d’équilibre ou les entreprises jouent leur stratégie s,, donc cela nous donne la stabilité de
la stratégie sy.

Plus formellement, on peut remarquer qu’au voisinage de p = 0, I’équation de la

dynamique de réplication prend la forme :

p(t) = =06 p(t) (1 —p(t)) (p(t) —p").

Au voisinage de p = 0, I’équation devient

== =5 (1-p(t) (p(t) - p*);
= =5 (1=0) (0—p)+ 00" ~ o

= op" < 0,

puisque 6 > 0 et p* < 0. Le taux de croissance de p est négatif, cela veut dire qu'une
stratégie qui n’existe pas dans la population (la proportion des individus jouant cette
stratégie est nulle) ne peut pas apparaitre au cours de I’évolution. Par conséquent, le
processus p(t) est stable pour p = 0.

De la méme maniere, en posant

on aura

2t) = =0 (1—2(t) 2(t) (1 —=2(t) —p").

En divisant cette expression par z(t), on aboutit & :

) 6 (1—2(t) (1—2(t) —p);
= — 5 (1) (1-p)+0(=%;
= —6(1—-p") <0,
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puisque (1 —p*) > 0 et § > 0. Le taux de croissance de p est négatif, cela veut dire
qu'une stratégie qui existe dans la population avec une proportion égale a 1, ne peut
pas disparaitre au profit des autres stratégies au cours de ’évolution. Par conséquent, le
processus Z(t) est instable pour z = 1.

Nous avons donc la confirmation que dans le cas des entreprises de transport routier,
sans intervention de I’Etat, il n’est pas possible que des entreprises adoptant la stratégie s,
subsistent longtemps. Avec la disparition de ces entreprises, et ’absence complete d’espoir
de la part des chauffeurs d’étre mieux traités par leurs employeurs, la réapparition des

conflits routiers peut étre prédite sans trop d’erreur.

5.3.3 Problématique de ’intervention de I'Etat

Comment I’Etat peut-il intervenir dans un conflit privé? Une premiere solution
consiste a modifier la matrice de jeu au travers des rémunérations des entreprises. Ceci

peut-étre obtenu de deux manieres distinctes :
1. en pénalisant les s,-entreprises,
2. en subventionnant les s.-entreprises.

Ici les deux politiques étatiques sont strictement équivalentes. L’objectif de 'Etat est alors
de choisir la politique qui permette, soit d’éliminer les s,-entreprises, soit d’obtenir une
répartition non dégénérée (la fraction de chacun des types d’entreprises dans la population
n’est pas nulle) des entreprises entre les deux types d’entreprises, et ce , dans le but de
prévenir les conflits sociaux.

Une condition nécessaire pour qu’une telle politique aboutisse est d’intérioriser 1’équi-

libre p* c’est-a-dire déplacer p* dans l'intervalle |0, 1]. On doit donc avoir

0 < p* < 1.

0 < ~Vb~ < 1,
Ve—=Vp

ou \N/(j) . est la rémunération des entreprises apres 'intervention de I'Etat pour j = b
et 7 = e. Or, dans le cadre du jeu tel qu’il a été décrit jusqu’ici, ceci n’est possible que si

cette intervention aboutit a ‘76 > f/b et si f/b < %, voir la figure 5.1
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Fic. 5.1 — Déplacement des rémunération apres intervention de ’état.

Notons que ce qui importe ici, n’est pas simplement d’augmenter ou de diminuer la
rémunération absolue d’une stratégie et sa position relative par rapport a l'autre. La

seconde conséquence de l'intervention de I’Etat est de transformer d en :

14

N e ~b
joYe=ho
5 > 0

Reste a savoir si, apres l'intervention de I'Etat, le probleme peut étre modélisé par les
mémes termes que précédemment. En réalité, cette solution qui, dans un premier temps,
peut paraitre attrayante, ne I'est pas. En effet, si elle permet d’éliminer les s,-entreprises,
ceci n’est réalisé qu’a un cout qui ne peut que devenir prohibitif dans le long terme.

De plus, la France est devenue maintenant une simple unité dans le complexe important
de nations qui constituent I’Europe. La modification des conditions du jeu envisagée ci-
dessus ne peut qu’inviter les transporteurs étrangers a envahir le marché francais car les
regles communautaires de la concurrence interdisent de discriminer entre les entreprises
originaires des différentes nations européennes.

De ce fait, soit la France serait obligée de traiter les entreprises étrangeres de maniere
identique que ses entreprises domestiques, et ce, sans garantie de réciprocité (les entre-
prises francgaises de transport ne pouvant alors décrocher aucun contrat étranger), soit
elle s’exposerait a des poursuites de la part de la communauté européenne. Dans tous
les cas, en pratiquant une telle politique, la France condamnerait a terme son secteur
des transports routiers. Une solution moins onéreuse consiste a introduire une indemnité

compensatoire pour rééquilibrer la matrice des rémunérations.
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Notons par [ la valeur présente de cette indemnité et supposons qu’il est possible de la
fixer de telle sorte que I > %, parce que, pour toute autre configuration des indemnités, on
retourne au cas précédent. Dong, si une s.-entreprise se rencontre avec une sp-entreprise,
alors, le gain de la sy-entreprise est de V},, mais dans ce cas I’Etat va intervenir en indem-
nisant les s.-entreprises d’une valeur de 1.

La matrice des rémunérations devient alors :

Entreprise 1 / Entreprise 2 Se Sp
Se (%7 %) (Iw ‘/b)
S (Voo 1) | (2, 2)

Dans ce cas, apparaissent deux équilibres de Nash différents :
(Se,Sp) €t (Sp, Se)-

Ces équilibres sont associés aux couples de rémunération :
(1V;) et (Vi 1).

5.3.4 Le jeu évolutionnaire avec intervention de I'Etat

On suppose, comme précédemment, qu’on a une population composée de € entreprises
adoptant la stratégie s. et (1 —¢) entreprises utilisant la stratégie s,. Donc pour un joueur
(une entreprise) extrait de la population, on a une probabilité de € qu'il joue la stratégie
se et (1 — ) qu'il joue la stratégie s,. Si on choisit par hasard deux entreprises de cette
population et on suppose qu’elles se mettent en concurrence, alors on obtient un jeu a 2

joueurs avec la matrice des gains suivante :

Entreprise 1 / Entreprise 2 Se Sp
Se (%, %) (‘{ : “/5) £
Sb Vo ) | (F.3) | (1—¢)
5 (1—¢)

L’espérance de rémunération d’une s.-entreprise est :

EU(s.) = €U(Se,Se) + (1 —e)U(Se, Sp),
(]‘ - 6) (I)7

+(1—¢) 1.

™
| S| S
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L’espérance de rémunération d’une s,-entreprise est :

EU(sy) = eU(Sp,Se) + (1 —¢)U(sp, Sp)s
= eVo+(1—¢) %

Donc

e EU(s)) = e e+ (1—¢) 1,

e EU(sp) = e Vo4 (1—¢) L.

Supposons qu’initialement la population des entreprises soit essentiellement composée
de Sp-entreprises, ce que nous traduisons par 0 < € < 1, alors, dans ce cas :

- EU(s.) =~ (1—¢) I,

- EU(sy) =~ (1—¢) 2.
Donc, comme nous avons postulé que I’Etat instaurait une indemnité telle que [ > %,
alors on a :

EU(s) ~ (1—2)1 > (1—5)% ~ EU(s,). (5.2)

On vérifie laquelle des deux stratégies {s., s} est une ESS. On a

EU(s,) — EU(sy) = (1—g) I—(1—¢) %

9

= (1—¢) (I—E) > 0. (ona I>—)
Syl 2

S0 T
>0

Donc EU(s.) > EU(sy), d’apres la condition i) de la proposition 3.4.2, la stratégie s,
est une ESS.
En ce qui concerne la dynamique évolutionnaire, on procede de la méme maniere que

précédemment :
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()],

=0 = (- aO)EU(s) - BUG),

= (L—a@®) [a®% + (1 —a@)] = (©O)Ve+ (1 —e(t)D)],
= (I1—a®)|[a®)e+1-at)] -V — 2+
= (1 — El(t)) [El(t)ve +1— 81(t)] — 61(t)‘gb — %] R
= (1-—a®) a5 -T-3)+1-%],

V. Vi %
= (? -1 — 5)(1 — €1<t>> |:€1(t) + m} y

Ve Vi Yoy
— (G -T- D0 a) |20 - iy

En posant
L -l
' E-T-9)

on obtient la dynamique de réplication suivante.

it) = =61 e1(t) (1 —eu(t)) (er(t) —&7).

Etant donné que V, < Vj, on aura §; > 0 et e €]0,1].

(5.3)

Pour comprendre comment évolue la population d’entreprises, on peut développer,

comme précédemment, une analyse de stabilité locale au voisinage de ¢ = 0, 1 = €] et

51:1.

Dans les deux premiers cas, on retrouve :

1. Au voisinage de 1 = 0.

£1(t)
61(t)

= =5 (1 —&1(t) (e1(t) — &7);
= 5, (1-0) (0—e)+0(2) ~

= (518? > O,

*-
del;

puisque d; > 0 et €7 > 0. Une stratégie qui n’existe pas a I’état initial dans la popu-

lation ne peut pas apparaitre au cours de ’évolution. Par conséquent, le processus

£1(t) est instable pour &1 = 0.
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2. Au voisinage de g1 = 1.
En posant

Zl<t) =1- €1<t) = O,

de I’équation (5.3), on déduit :

Z(t) = =01 (1= 2(1) z1(t) (1 — z1(t) — 7).

Comme quand &;(t) se rapproche de 1, z;(t) se rapproche de 0, alors on déduit :

= =& (1—z(8) (1—z(t) —eb);
= 6 (1) (1—&)+ 0(2);
01(1 —¢7) > 0.

12

Car 01 > 0 et €7 € ]0,1[. Une stratégie qui existe a I’état initial dans la population
ne peut pas disparaitre au cours de I’évolution. Par conséquent, le processus €1(t)
est instable pour ¢; = 1.
Comme les deux points extrémes ne sont pas des attracteurs de la dynamique de
réplication, il ne reste plus qu'une possibilité pour €7 d’étre stable.

3. Au voisinage de £, = 7.

Posons

De I'équation (5.3), on obtient

at) = =0 (1-=x()—e) z() (2() + 1)

En divisant cette expression par z;(t), on aboutit a :

4(t)
L5 = 0 - al) -5 (a0 +<)
Au voisinage de €1 = €7, on déduit :
Zl(t) ®\ _k 2
—= = =01 —e))el + O(%(1)),
S = - se + O )

~ —§(l—¢€l)e] < 0.

Comme nous 'avons postulé, le processus €1 (t) est stable pour ¢; = €7.
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Ainsi I'intervention de I’Etat, par versement d'une indemnité compensatoire pour les
entreprises qui adoptent la stratégie s., mais versée dans tous les cas ot elles sont appariées
avec les entreprises s;, conduit a une répartition des entreprises entre les deux stratégies.

Comment interpréter le fait que |0, 1[ soit le bassin d’attraction de £. Supposons
qu’initialement €;(0) € ]0,e3[. Dans ce cas, nous avons observé par 1'équation (5.2) que
EU(s.) > EU(sp) parce que la fréquence des appariements entre s.-entreprises est faible.
La stratégie s. est donc plus attrayante pour les entreprises qui vont progressivement
I'adopter, en conséquence de quoi, par 'équation (5.2), €1(¢) va croitre jusqu’en e}. Elle se
maintient en ce point parce que le processus inverse se produit si €1(0) € |e3, 1[. En effet,
cette fois EU(s.) < EU(s), ce qui par le méme raisonnement conduit a une diminution
de g1(1).

On note pour déterminer qu'une augmentation de I'indemnité induit un accroissement

de la représentation de s.-entreprises puisque :

Og} %
oI [%— 4%

et accélere la vitesse de convergence, puisque localement cette derniere est une fonction

croissante de €7.

5.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié la possibilité d’intervenir de la maniere la plus
légere possible de telle sorte que les conflits récurrents entre les entreprises de transport
cessent, dans le cadre d’un jeu évolutionnaire, dans lequel les entreprises de transport
peuvent choisir d’afficher des salaires bas et donc des prix faibles ou des salaires élevés et
donc des prix forts.

Nous avons montré qu’il n’est pas possible de maintenir sur le marché des transports

des s.-entreprises hors du champ de I'intervention de 'Etat.
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Apres avoir introduit la théorie des jeux classique, qui définit les notions de base de la
théorie des jeux qui a été utilisée en premier par les économistes, nous avons précisé ses
concepts de base et ses caractéristiques principales pour mieux comprendre le raisonne-
ment apporté par cette théorie.

Dans ce mémoire, nous avons réalisé une synthese des travaux sur la théorie des jeux
évolutionnaires comprenant les éléments mathématiques fondamentaux de la théorie des
jeux classique, la théorie des jeux évolutionnaires et la théorie de 1’évolution.

Nous avons ensuite décrit la théorie des jeux évolutionnaires qui cherche a étudier la
dynamique d’évolution des populations. Cette théorie a été utilisée principalement en bio-
logie théorique pour décrire le comportement animal dans des environnements homogenes.

Contrairement aux jeux classiques, ou les joueurs sont supposés étre individuellement
rationnels, ces derniers sont dotés d’une rationalité nulle ou limitée dans les jeux évolu-
tionnaires. Ce qui explique que la notion d’équilibre de Nash ne peut pas étre directement
appliqué dans le contexte des jeux évolutionnaires. Cela nous a conduit a raffiner la no-
tion d’équilibre de Nash et définir ainsi la notion de stratégies évolutionnairement stables,
qui peuvent étre aussi définies par la réplication dynamique des populations. Dans les
deux cas, on aboutit a un état d’équilibre évolutionnairement stable. Enfin, pour mieux
illustrer les notions précitées, nous avons présenté une application de la théorie des jeux
évolutionnaires dans un probleme de concurrence d’entreprises.

Nous pouvons conclure que la théorie des jeux évolutionnaires n’est intéressante que si
nous la pratiquons convenablement. Elle a pour but de découvrir comment des individus
dotés d’une rationalité limitée devraient interagir lorsqu’ils ont des intéréts conflictuels.

En guise de perspectives, nous pouvons citer quelques directions de recherche :

° Elargir notre étude aux cas oul on est en présence de plusieurs populations dont les

individus sont en interactions.
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Prendre en considération, la possibilité d’avoir des appariements multiples au lieu
des appariements paires par paires.

Pour pouvoir étudier plus de cas réels, nous envisageons une étude sur les possibilités
d’application de la théorie des jeux évolutionnaires au cas des jeux multicriteres.
Pour pouvoir étudier le plus de comportements possibles, nous souhaitons introduire
de nouvelles notions telles que la coalition entre agents. Ces situations sont souvent
rencontrées dans la vie réelle comme par exemple le cas des entreprises qui coopérent
pour concurrencer d’autres entreprises sur le marché.

Une autre notion importante que nous souhaitons prendre en considération consiste
a introduire 'apprentissage dans le comportement des joueurs. Dans ce cas, nous
considérons que les joueurs peuvent assimiler (mémoriser) les comportements de
leurs adversaires au cours du temps. Ce comportement permet aux individus de

connaitre leurs adversaires et donc de mieux adapter leurs comportements.
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Résumé

Dans ce mémoire, il a été présenté un état de l'art sur la théorie des jeux évolution-
naires, comprenant les éléments mathématiques fondamentaux de cette nouvelle classe de
jeux. Contrairement aux jeux classiques, ou les joueurs sont supposés étre individuellement
rationnels, ils sont dotés d’une rationalité nulle ou limitée dans les jeux évolutionnaires. Ce
qui explique que la notion d’équilibre de Nash ne peut pas étre directement appliqué dans
le contexte des jeux évolutionnaires. Cela nous a conduit a raffiner la notion d’équilibre de
Nash et définir ainsi la notion de stratégies évolutionnairement stables, qui peuvent étre
aussi définit par la réplication dynamique des populations. Dans les deux cas, on aboutit
a un état d’équilibre évolutionnairement stable. Enfin, pour mieux illustrer les notions
précitées nous avons construit un exemple sur un probleme de concurrence d’entreprises.

Mots clés : Théorie des jeux évolutionnaires, stratégie évolutionnairement stable,

réplication de dynamique, concurrence d’entreprises.

Abstract

In this thesis, it was presented a state of art on evolutionary games theory, consisting
of fundamental elements mathematics of this new class of games. Contrary to classical
games, where the players are assumed be individually rational, they are endowed without
rationality or restricted one in evolutionary games. What explains that the notion of Nash
equilibrium cannot be directly applied in the context of evolutionary games. It led us to
defecate the notion of Nash equilibrium and to define the notion of evolutionary stable
strategies so, who can to be also defines by the replicator dynamic of populations. In both
cases, they lead to a state of evolutionary stable equilibrium. Finally, to illustrate the
aforementioned notions we constructed an example on a problem of competition of firms.

Keywords : Evolutionary games theory, Evolutionary stable strategies, Replicator

dynamic, Competition of firms.



