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Introduction générale

L’étude de la stabilité occupe une place remarquable dans la théorie qualitative des
systemes dynamiques, ainsi que dans celle des systemes stochastiques. La stabilité se
définit comme étant la capacité du systeme a résister aux perturbations. Un systeme
est dit stable, si écarté de sa position d’équilibre (perturbé), il tend a y revenir. Si le
systeme idéal est stable, le systeme réel est comparable au systeme idéal. Si de plus, la
perturbation est petite, le systeme réel est proche du systeme idéal. En pratique, seuls les
systemes stables sont exploitables.

Pour définir mathématiquement le concept de stabilité, on décrit le systeme considéré
par une application F': X — Y, ou X représente ’ensemble des parametres du systeme
(entrées) et Y est I'ensemble des caractéristiques (sorties). La notion de stabilité, ainsi
définie, correspond a la continuité de I'application F'.

Malgré la simplicité de I'hypothese markovienne, la plupart des modeles stochastiques
peuvent étre entierement décrits par une chaine de Markov d’une maniere directe ou sous
une certaine forme d’inclusion. Dans ce cas, on dit que le modele est stable si la chaine
associée est stable.

Depuis les années soixante dix, plusieurs méthodes de stabilité des modeles stochas-
tiques ont été élaborées, on cite :

— Méthode des fonctions tests élaborée par V. V. Kalashnikov [55].

— Méthode métrique initiée par V. M. Zolotariev [95] et S. T. Rachev [81].

Méthode de convergence faible introduite par D. Stoyan [89].
— Méthode de stabilité forte élaborée par D. Aissani et N. V. Kartashov [6] [56].
— Méthode de renouvellement proposé par A. A. Borovkov [22].
Méthode de stabilité absolue introduite par I. C. F. Ispen et C. D. Meyer [54].

— Méthode du développement en série proposée par B. Heidergott et A. Hordijk [39]
[41].
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La méthode de stabilité forte (ou méthode des opérateurs de la théorie de stabilité) a
été élaborée par D. Aissani et N. Kartashov au début des années 80 [6]. L’essence de cette
méthode est que 'ergodicité uniforme par rapport a une norme donnée est préservée sous
de petites perturbations du noyau de transition du systeme étudié. Les résultats fonda-
mentaux de cette méthode ont fait 'objet de la publication en 1996 d’une monographie

de N. Kartashov [56].

L’étude du développement en série de Taylor dans I’évaluation des performances des
réseaux stochastiques a été introduite pour la premiere fois par M. Zazanis [93] et par
W.B. Gong et J.QQ. Hu [38]. Puis sont apparus les travaux de F. Baccelli et S. Hasenfuss
[12] et H. Ayhan et F. Baccelli [9] qui ont étudié le développement en série pour les
réseaux stochastiques linéaires (max,+). Le développement en série de Taylor pour la
distribution stationnaire des chaines de Markov a espace d’état fini a été élaboré par X.
Cao [30]. Cependant, c’est B. Heidergott et A. Hordijk [39] qui ont ensuite appliqué le
développement en série de Taylor pour les chaines de Markov a espace d’états général.
Récemment, les mémes auteurs ont étudié le développement en série pour les chaines de
Markov a espace d’états fini [41], puis pour les processus de Markov a espace d’états
dénombrable [40]. Ils ont également élaboré un algorithme pour le calcul numérique de la
distribution stationnaire.

L’application de la méthode du développement en série pour la distribution station-
naire consiste a écrire la distribution stationnaire du systeme perturbé sous forme d’une
série qui dépend de la distribution stationnaire du systeme idéal, des matrices de transi-

tion des systemes idéal et perturbé, et de la matrice de déviation du systeme idéal.

Dans ce mémoire on se propose d’appliquer pour la premiere fois, la méthode du
développement en série pour le systeme de files d’attente M/M/1/N. La perturbation
concerne le flot des arrivées (le systeme G/M/1/N est donc le systeme perturbé). Les
résultats utilisés sont ceux concernant les chaines de Markov & espace d’états fini [41].
Pour pouvoir comparer les résultats, on appliquera la méthode de stabilité forte au meéme

systeme.

Ce mémoire comprend une introduction, quatre chapitres, une conclusion, une biblio-

graphie et deux annexes.
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Dans le premier chapitre, on fait un rappel des résultats classiques sur les systemes
de files d’attente en général et notamment ceux relatifs aux systemes de type M/M/1,
M/M/1/N, M/G/1, M/G/1/N, G/M/1 et G/M/1/N.

Le deuxieme chapitre comprend une synthese sur l’application de la méthode du
développement en série : aux chaines de Markov a espace d’états général [39], puis aux
chaines de Markov & espace d’états fini [41], et enfin aux processus de Markov [40].

Dans le troisieme chapitre, on présente les résultats essentiels concernant la théorie de
stabilité forte, et les résultats de son application au systeme de files d’attente M/M/1,
apres une perturbation du flot des arrivées.

Le quatrieme chapitre comprend deux parties : la premiere partie est consacrée a
I’application de la méthode du développement en série et de stabilité forte pour le systeme
M/M/1/N, apres une perturbation du flot des arrivées (G/M/1/N). Dans la deuxieme
partie, nous illustrons 'application de la méthode du développement en série et de stabilité
forte sur un exemple numérique et nous comparons les résultats.

Ce travail s’acheve par une conclusion générale ot nous cernons les perspectives in-
duites par les résultats obtenus.

Dans 'annexe 1, on fait un rappel sur les processus stochastiques et les chaines de
Markov. Une présentation détaillée des algorithmes des deux méthodes (développement

en série et stabilité forte), réalisés au chapitre 3, est exposée a ’annexe 2.




Chapitre 1

Théorie des files d’attente

1.1 Introduction et structure des systemes de files

d’attente

Les premiers modeles de files d’attente ont été proposés par l'ingénieur électricien
Erlang au début du vingtieme siecle, dans le but de décrire les phénomenes de congestion
et d’attente dans la communication téléphonique. Par la suite, les files d’attente ont été
utilisées dans la modélisation des systemes de production et des systemes informatiques.

Y

Le modele général d'un systeme d’attente peut étre résumé comme suit : des ” clients

7 arrivent a un certain endroit et réclame un certain service. Les instants d’arrivées et
les durées de service sont généralement des quantités aléatoires, si un poste de service est
libre, le client qui arrive se dirige immédiatement vers ce poste ou il est servi, sinon il

prend sa place dans une file d’attente dans laquelle les clients se rangent.

Ariivée \ Deépart
Servewr .

ies chents des chents

L 3

FiG. 1.1 — Systeme de files d’attente a un seul serveur
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1.2 Identification et représentation d’un systeme de

files d’attente

Pour identifier un systeme d’attente, on a besoin des spécifications suivantes.

e La nature stochastique du processus des arrivées qui est défini par la distribution
des intervalles séparant deux arrivées consécutives.

e La distribution du temps aléatoire de service

e Lenombre C de stations de service qui sont montées en parallele. On admet généralement
que les temps de service correspondants suivent la méme distribution.

e La capacité N du systeme. Si N < +o00, la file d’attente ne peut pas dépasser une
longueur de N-C. Dans ce cas, certains clients qui arrivent vers le systeme n’ont pas

la possibilité d’y entrer.

1.2.1 Notations usuelles des systemes de files d’attente

Un systemes de files d’attente est généralement représenté suivant la notation de Ken-

dall qui est définie comme suit :
A/S/C/(N/L/Ds)
qui décrit une file d’attente par les facteurs suivants :
A : Processus d’entrée (distribution de la durée entre deux arrivées consécutives)
S : Processus de sortie (distribution de la durée de service)
C : Nombre de serveurs
N : Capacité maximale du systeme
L : Population des usagers

Ds : Discipline de service

Les symboles utilisés pour décrire les processus d’entrée et de service sont :
M : Loi exponentielle (processus de Markov)

Ek : Loi Erlang-k

D : Loi constante

Hk : Loi hyper exponentielle d’ordre k
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GI : Loi générale indépendante

G : Loi générale

1.2.2 Discipline de service

Une discipline de service est la regle déterminant 1’ordre dans lequel les clients vont
accéder au service.

Les principales disciplines de service utilisées sont les suivantes :
FIFO (First In First out) : Premier Arrivé, Premier Sorti
LIFO (Last In First out) : Dernier Arrivé, Premier Sorti

PS (Processes Sharing) : Procesus Partagé

FIRO (First In Random Out) : Aléatoire

Lorsque les trois derniers éléments de la notation de Kendall ne sont pas précisés, ils

sont pris par défaut comme suit : Ds = FIFO | L = 400, K = +00.

1.3 Analyse mathématique

L’étude mathématique d’un systeme se fait généralement par I'introduction d’un pro-
cessus stochastique défini de fagon appropriée. On s’intéresse principalement au nombre
X (t) de clients se trouvant dans le systéme a U'instant ¢ (¢ > 0).

En fonction des quantités qui définissent la structure du systéme, on cherche a calculer :

e Le régime transitoire du processus stochastique {X (¢); ¢ > 0} défini par les proba-

bilités d’état :
P,(t) =P(X(t) =n).

e Le régime stationnaire du processus stochastique { X (¢); ¢ > 0} défini par les distri-

butions stationnaires de ce processus :

T, = lim P,(t) = lim P(X({)=n), (n=0,1, 2, ...).

t—+o0 t—+o00

Notons qu’il existe des systemes pour lesquels ’évolution temporelle ne peut pas étre

déterminée par le processus {X(¢); ¢ > 0} (Exemple M/G/1 et G/M/1).
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1.4 Caractéristiques d’un systeme de files d’attente

A partir de la distribution stationnaire du processus { X (¢); ¢ > 0}, on peut déterminer
les caractéristiques suivantes :

e [ : nombre moyen de clients dans le systeme de files d’attente ;

e L, : nombre moyen de clients dans la file;

e W : temps moyen de séjour d'un client dans le systeme;

o IV, : temps moyen d’attente d'un client dans le systeme.

Ces valeurs sont liées les unes aux autres par les relations suivantes :

L=\W (1.1)
Ly = AW, (1.2)
1
W =W,+— (1.3)
o
Ae
L=L,+ m (1.4)

ol A, est le taux d’entrée des clients dans le systeme et p le taux de service.

Les deux premieres relations sont appelées Formules de Little.

1.5 Etude de quelques systemes de files d’attente

1.5.1 Le systeme de files d’attente M /M /1

Dans ce systeme, le flux des arrivées est poissonien, de parametre A, et la durée de
service est exponentielle, de parametre u. La capacité d’attente est illimitée et il y’a une

seule station de service.

Régime transitoire

Soit le processus stochastique {X (¢); ¢ > 0} : ”le nombre de clients dans le systeme
a l'instant t”. Grace aux propriétés fondamentales du processus de Poisson et de la loi
exponentielle, nous pouvons déterminer les équations différentielles de Kolmogorov cor-

respondantes au processus X (t) :

10
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Fy(t) = =ARy(t) + pPi(t),

(1.5)
Pl(t)=—=A+ w)Py(t) + APy1(t) + puPpyi(t), n=1,2, ...

Ces équations permettent de calculer les probabilités d’état si I’on connailt en plus les
conditions initiales du processus, c¢’est-a-dire la distribution de X (0).
Régime stationnaire

Pour calculer les probabilités stationnaires, on utilise les équations de Kolmogorov

lorsque t — oo, on obtient :

A condition que \/p < 1, le régime stationnaire du systeme d’attente M/M/1 est
gouverné par la loi géométrique.

Notons que p = A/ est appelé charge ou coefficient d’utilisation du systeme.

Caractéristiques du systeme M/M/1

e Le nombre moyen de clients dans le systeme (L) :

o 0o
= E nm, = ( E n(
n=0

tl>/
tl>/

n=0
d’ou

e Le nombre moyen de clients dans la file (L) :
(n—1)m _.
Z = A)

e Les temps moyen de séjour et d’attente d'un client dans le systeme (W et W) :

11
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Le calcul de ces deux caractéristiques se fait soit a I’aide des formules de Little (1.1) et
(1.2) avec A, = A, soit éi partir des distributions stationnaires du systeme et on obtient :
= uTﬁ
W, = =N
1.5.2 Le systeme de files d’attente M/M/1/N

Dans le systeme M/M/1/N; le flux des arrivées est poissonien, de parametre A, la
durée de service est exponentielle, de parametre pu, et il y’a une seule station de service.

La capacité d’attente est limitée a N .

Régime transitoire

Les équations différentielles de Kolmogorov correspondantes au processus X (¢) du

systeme M/M/1/N sont identiques & celles du systeme M/M/1 sauf pour n = N :

Fy(t) = =APo(t) + pPi(t),
PLt) = —(A+ @)Pa(t) + APy s(t) + pPuss(t), n= TN =T (1.6)

P],V(t) = —,UPN(t) + )\PN71<75),

Régime stationnaire

Pour calculer les probabilités stationnaires, on utilise les équations de Kolmogorov

lorsque ¢t — o0, on obtient :

T =mop" n< N

N
En se servant de la condition Z 7, = 1, on obtient finalement :
n=0
1—p n
™= (TPt s N

Caractéristiques du systeme M/M/1/N

e Le nombre moyen de clients dans le systeme (L) :
P N (V)N S

- Z Miin = (1— pN+1) Z e

n=0 n=0

d’ou

12
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p(N+1)p"H

L =
1—p 1— pN+1

e Le nombre moyen de clients dans la file (L) :

Pour les systemes dont la capacité est limitée a N, le calcul de A\, se fait comme suit :

)\e:)\(l—ﬂ']v)

1 — my représente la probabilité de non refus d’un client dans le systeme.

d’apres la relation (1.4), on obtient :

p (NN 1—p"
Ly=L=p(l=my) =3 — =5 v — P\ )

1—p 1_pN+1'

e Les temps moyens de séjour et d’attente d'un client dans le systeme (W et W) :

A T’aide des formules de Little, on obtient :

W:(u(ll—p)_ NHNH)( = >

e L=t (N4 1Y 1+NpN“ (N +DpY
u(1 = p)(1 = p") ( pN) (1= p) (1= pN)
oo L= (NN 1 —NpN (N 1DV 4
Top(l=p)(L=pN)  p(l-pN) (1= p)(1 = p")

1.5.3 Le systeme de files d’attente M /G/1

Dans ce type de systeme, la durée des inter-arrivées est une variable aléatoire suivant

une loi exponentielle de parametre A, et la durée de service est une variable aléatoire

suivant une loi quelconque H, de moyenne 1/u. La propriété de Markov du processus

{X(t); t > 0} facilitant 1'analyse des systemes de type M/M/1 n’est plus vérifiée pour

le systeme M/G/1, ce qui rend son analyse plus délicate. Pour remédier a ce probleme,

plusieurs méthodes ont été proposées :

— Méthode des étapes d’Erlang.
— Méthode de la chaine de Markov induite.

— Méthode des variables auxiliaires.

13
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— Méthode des événements fictifs.
— Méthode d’approximation.

— Simulation.

La chaine de Markov induite

Considérons le processus X (t) :le nombre de clients dans le systeme a linstant t aux
instants (t,, n = 1, 2, ...) ol t,, est I'instant de départ du n®"¢ client. On définit ainsi
le processus stochastique a temps discret
{X,, = X(t,); n = 1, 2, ...} représentant le nombre de clients dans le systeme juste
apres le départ du n®™¢ client.

La variable aléatoire X, est une chaine de Markov a temps discret. Pour vérifier
cela, considérons le nombre A,, de clients qui entrent dans le systeme pendant que le n®™e
client est servi. Les variables aléatoires A,, sont indépendantes entre elles, leur distribution

commune est :

P(A, = k) = ag — /OOO %d}[(ﬂ

Alors,

Xn—14+A,41 siX,>1

Xn 1=
! Ay si X, =0

X411 ne dépend que de X, et de A, 1 et non pas des valeurs de X,,_1, X,,_o, ... Ce qui
signifie que la suite {X,,; n = 1, 2, ...} ainsi définie est la chaine de Markov induite du
processus { X (t); t > 0}.

Régime transitoire

Les probabilités de transition de la chaine de Markov induite {X,; n = 1, 2, ...}

sont données par :

P = P(Xn+1 :]/Xn :Z)

Pij =19 aj—iy1 sil<i<j+1
0 sinon.
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et la matrice des probabilités de transition P = (p;;); jen prend la forme suivante :

ap ap as

ap ap as

P= 0 ap aip
0 0 ag

0

Puisqu’on peut passer de chaque état vers n’importe quel autre état, il s’agit d’une
chaine de Markov irréductible dont on peut montrer qu’elle converge vers une distribution

limite si p = \/p < 1.

Régime stationnaire

Supposons que p < 1 et soit m = (mp, 71, ...) la distribution stationnaire de la chaine
de Markov {X,; n= 1, 2, ...} ou

m, = lim P(X,, = k).

n—oo

Il ne sera généralement pas possible de trouver la distribution 7 elle-méme, mais
nous pouvons calculer la fonction génératrice correspondante I1(Z). Ceci, en utilisant la
définition de la distribution de probabilité discrete stationnaire par rapport a une matrice
stochastique P : mP = m. On obtient :

mP(Z2)(Z — 1)
Z — P(Z)

1(Z) =

Cette formule est connue sous le nom de la formule de Pollaczek-Khinchine.
P(Z) = Y50 PiZ7 = [7 M7 D°dH(s) est la transformée de Laplace de la densité de
probabilité du temps de service, Z € C, | Z |< 1.

Caractéristiques du systeme M/G/1

e Le nombre moyen de clients dans le systeme (L) :
Cette quantité peut étre déterminée, en régime stationnaire, en utilisant la relation E(X) =
limy ., [I'(Z). Néanmoins, ce calcul s’avere compliqué. Par contre, elle peut étre obtenue

aisément en utilisant la relation :
1 siX, >0

0 siX,=0.

XnJrl = Xn - 611 + AnJrl ol 5n =

15
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On obtient ainsi :

L=B(X.)=p+

p? + AVar(Y)
2(1-p)

Ou Y est la durée de service et Var, la variance.

e Le nombre moyen de clients dans la file (L,) :

_p?+ XVar(Y)

L 2(1—p)

e Les temps moyen de séjour et d’attente d'un client dans le systeme (W et W) :

A Taide des formules de Little avec A, = A\ on obtient :

wolt <1/,u2+\/ar(Y)).

[ 2(1=p)
(1 + Var(Y)
= (M)

1.5.4 Le systeme de files d’attente M/G/1/N

Le systeme M/G/1/N est idendique au systeme M/G/1, sauf pour la capacité du
systeme qui est limitée a N. Dans ce qui suit nous allons reprendre les méme notations
que celles utilisées pour le systeme M/G/1.

La chaine de Markov induite

Soit X, : le nombre de clients dans le systéme M/G/1/N juste apres le départ du n®me
client. La variable aléatoire X,, est une chaine de Markov a temps discret et nous avons

la relation suivante :
X, =min(X, 1+ A4, N)—1

On remarque que X,, < N — 1, c’est a dire que P(X,, = N) = 0.

Régime transitoire

Les probabilités de transition de la chaine de Markov induite {X,; n = 1, 2, ...}

sont données par :

16
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pour 0 <3< N —2

a; sii =0,
Pij = aj_ip1 sil<i1<j+1
0 sinon.
pour j =N —1
N-2
1- ag sit = 0,
. k=
Pij = Nf(z)‘fl
1 - ap sil<i<N-—-1
k=0

La matrice des probabilités de transition P prend la forme suivante :

ap ap a2 az ... aGN-2 7YN-2
ap ap a2 az ... aGN-2 7YN-2
0 a a1 ay ... an—3 YN-3
P = 0 0 ay a1 ... an_4 7YN_4
0 0 0 O ap M
0O 0 0 O aop Yo

!
ouy =1-— E ag.
k=0

1.5.5 Le systeme de files d’attente G/M/1

Le systeme G/M/1 peut étre considéré comme symétrique du systeme M/G/1. En
effet, les temps des inter-arrivées des clients suivent une loi générale F, de moyenne 1/,
et le temps de service est une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de parametre

w. Afin d’analyser ce systeme, on fait appel a la méthode de la chaine de Markov induite.

La chaine de Markov induite

Soit Y;, : le nombre de clients se trouvant dans le systeme G/M/1 juste avant 'arrivée
du n®™"¢ client. La variable aléatoire Y, est une chaine de Markov & temps discret. Pour

vérifier ce résultat, considérons le nombre B,, de clients servis entre les instants d’arrivées

17
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consécutives (T,,_1,T,). Les variables aléatoires B,, sont indépendantes entre elles, leur

distribution commune est :

P(B, = k) = dy — /Ooo %ﬂdm)

On a alors la relation suivante :
Yn:Yn—1+1_Bn

B,, est une variable aléatoire qui ne dépend que de la durée (7,, — T,,_1). D’autre part
(T,, — T,,—1) est une variable aléatoire indépendante de Y,,_1, de I’état du processus avant

T, _1 ainsi que de n. Il s’ensuit que 7,, ne dépend que de T;,_; et non pas de T,,_s, T),_3,

La suite {Y,; n= 1, 2, ...} forme une chaine de Markov induite du processus {Y(¢); t >
0}, ou Y'(¢) : le nombre de clients dans le systéme a I'instant t.
Régime transitoire

Les probabilités de transition de la chaine de Markov induite {Y,; n = 1, 2, ...}

sont données par :

qij = P(Yn-i-l = ]/Yn = l)

o sit>0,7=0,
Gij = dijy1 sil<j<i+1
0 sinon.

i
ounq; =1— E d.
k=0

Ainsi la matrice des probabilités de transition ) = (g; ;)i jen prend la forme suivante :

(&%) d(] 0 0 0
(03] d1 do 0 0

Q=
(%) d2 d1 do 0

18
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Régime stationnaire

Soit v = (v, 14, ...) ladistribution stationnaire de la chaine de Markov {Y,; n = 1, 2, ...

vérifiant vQQ = v ou v, = lim P(Y,, = k), nous avons le systeme d’équations suivant :
n—oo

Vy = Z Viqko (1-7)

k>0
vj = Z Vpdg41—; pour j > 1 (1.8)

E>j—1

L’équation (1.7) du systeéme est une combinaison linéaire des autres équations (1.8),
on peut donc l'ignorer.
Si le systeme d’équations considéré admet une solution, I’équation (1.8) peut alors s’écrire :

Cw' = Y CoFdpyr; avec w #£ 0 et C' £ 0

k>j—1

w = Z wk+1_jdk+1—j = Z wkdk = / G_Mt(l_w)dF(t)
0

k>j—1 k>j—1
w est donc solution de 'équation w = [~ e " (=“)dF(t), si de plus (\/p) < 1, elle est

unique.

CommeZuizlonal/i:(l—w)wi Vi>0

>0
Caractéristiques du systeme G/M/1

e Le temp moyen d’attente d’un client dans le systeme W/, :

w

W, =———.
Tl - w)

e Le temp moyen de séjour d'un client dans le systeme W :

1 1
W=W,+-=—".
T op(l-w)

e Le nombre moyen de clients dans le systeme L :

A

T

e Le nombre moyen de clients dans la files L, :

19



Théorie des files d’attente

1.5.6 Le systeme de files d’attente G/M/1/N

Le systeme G/M/1/N est idendique au systeme G/M/1, sauf pour la capacité du
systeme qui est limitée a N. Dans ce qui suit, nous allons reprendre les méme notations

que celles utilisées pour le systeme G/M/1.

La chaine de Markov induite

Soit Y, : le nombre de clients se trouvant dans le systeme G/M/1/N juste avant
I'arrivée du n®™€ client. La variable aléatoire Y,, est une chaine de Markov & temps discret

et nous avons la relation suivante :

Y, =min(Y,_1 + 1, N) — B,

Régime transitoire

Les probabilités de transition de la chaine de Markov induite {Y,; n = 1, 2, ...}
sont données par :

pour 0 <i:< N —1

o, sij =0,
qij = di,jJrl Sllg]gl—l—l
0 siit1<j<N.

pour i = N

ay-1 stj=0,

qij = . .
dv—j sil<j<N

La matrice des probabilités de transition () prend la forme suivante :

(%)) do 0 0 0 0
aq d; dy 0 0 0
Qi do dq do O 0
Q= . . . .
0
an—1 dy—y dy—o - o .. d
an—1 dy—y dy—o - o ... d
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1.6 Conclusion

Nous avons abordé dans ce chapitre, de fagon introductive et claire les notions de base
de la théorie des files d’attente. Nous avons étudié les systeme M/M/1 et M/M/1/N de
la théorie des files d’attente élémentaires, et les systemes M/G/1, M/G/1/N, G/M/1 et
G/M/1/N de la théorie des files d’attente intermédiaire.

21



Chapitre 2

Développement en série pour les

chaines de Markov

La méthode du développement en série est une méthode assez récente, elle nous permet
d’écrire, sous certaines conditions la distribution stationnaire du systeme perturbé sous
forme d’une série, qui dépend de la distribution stationnaire du systeme idéal. Différents
résultats ont étés élaborés dans ce contexte. Dans ce chapitre, nous résumons les prin-
cipaux résultats concernant ’application de cette méthode : aux chaines de Markov a
espace d’états général [39], puis aux chaines de Markov a espace d’états fini [41] et enfin

aux processus de Markov [40].

2.1 Développement en série pour les chaines de Mar-

kov a espace d’états général

2.1.1 Préliminaire et notations

Soit (S, 7) un espace mesurable. Notons par M(S, 7) I'espace des mesures de pro-
babilité sur (S, 7).

Définition 2.1. On appelle noyau de transition toute fonction P définie sur S x 7 tel
que :

-Vs e S, P(s,.) € M(S, T).

-V B € 7, P(.,B) est T-mesurable.
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Le produit de deux noyaux de transition P et () est le noyau donné par

PQ(s,B) = /SP(s,dz)Q(z,B), sesS, BeT.

Notons par P"(s; B) le noyau de transition en n étapes, et 'opérateur de transition lui

correspondant P™ n’est en fait que la n*™¢ puissance de P.

Soit L'(P) 'ensemble des fonctions mesurables g : S — R, tel que [ P(s, du) [g(u)]
est fini V s € S. Pour D C L'(P), le noyau de transition P est dit D-preserving si

/P(.,du)g(u) €D VgeD.
S
Considérons la famille de noyaux de transition (Fp : 0 € ©) sur (S,7), avec © C R, et

soit

L'(Py,0) = () L'(P)
0co

Pensemble des fonctions mesurables g : S — R, tel que [, Py(s,du) |g(u)| est fini
VOecOetVseS.

Définition 2.2. Soit D C L'(P,0). On dit que Py est n fois D-differenciable en 6, si 3
Pe(") tel que, Vs e SetVgeD,

% SPe(sadU) g(u)Z/SPG(")(S,dU) g(u) (2.1)

et Pa(n) est D-preserving.

Soit X(0) = {Xp(n)} = {Xo(s,n)} pour § € O, une chaine de Markov prenant ses

valeurs dans S, de noyau de transition Py et dont I’état initial est s. On pose V B € T,
P0n(87B) = P@(Svna B) = P(X9(87n) S B)

Soit Sy C S la classe des états de telle sorte que Xy soit irréductible, notons par 7y
'intersection entre 7 et Sp. Par conséquent (7Zy, Sp) est un espace mesurable V 6 € O.

Considérons les conditions suivantes :

Condition 1. 3 g : Sy — R tel que g(s) > 0 pour s € Sy et
Elg(Xo(s,m0))] — g(s) < —€ + clyy (s)

pour un certain mg > 1, € > 0 et ¢ < oo, ou pour d < 00,

Vo ={s€Sp:qg(s) <d}.
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Condition 2. 3 ny > 0, une mesure de probabilité ¢y(.) sur (Sy, 7y) et py €]0, 1] tel que

inf P(Xg(:b,ng) € B) > pggﬁg(B)

zeVy

V B € 7y.

Supposons que la condition 1 est vérifiée pour un certain € € © et posons
co(s) = g(Xo(s,1)) —g(s), s €S
On peut introduire la condition suivante :

Condition 3. y(s) est uniformément intégrable en s et en 6 sur O, et 3 A > 0 tel que
g9(s)e*?®) est uniformément intégrable (en s et en 6 sur Oy).

eq(s) est dite uniformément intégrable en s et en 6 si

lim sup/ P(eg(s) € dt) =0
[t|>c

c=00 g9
Soit le noyau de transition P. Considérons la norme ||.||, ou

|P||, = sup sup [ J@)P(s, dz)],
s€S || f|lo<1 [v(s)]

Dans ce paragraphe, on utilise la fonction v donnée par :
v(s) =M se S, (2.2)

pour A > 0, ou g est définit dans la condition 1.
Soit 7y la distribution stationnaire de Fy et Ily le projecteur stationnaire qui vérifie la

relation Iy = emr} ou e est le vecteur colonne tel que e = (1, 1, 1, ...).

Définition 2.3. Le noyau de transition Py est dit ||.||,-continiment Lipschitz en 6 € ©

si Oy C O de # existe tel que, pour un certain K,
||P9+A — Pg”v < |A|K, VO+Ae @0.

La constante K est appelée constante Lipschitz.

2.1.2 MYVD pour la distribution stationnaire

Soit :

o

Ko(n) =Y B Fj".

m=0
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On a P\l = 0 [42]. L’opérateur Ky(n) peut alors s'écrire

Ky(n) = P{" D,.

ou

o

Dy = Z(Pem_ne)

m=0

est appelé 'opérateur de déviation associé a FPy.

Remarque 1. Si les conditions 1-3 sont vérifiées en 6, on a [43]

[e's) co
| Dollo = Iy)|| <
I = | 3ok~ )| <2
Introduisons la condition suivante :
Condition 4. Pour 6 € O,
i [[Poya = Foll = 0. (2.3)

Lemme 2.1. Si les conditions 1-3 sont vérifiées en 6 alors

(1) 3 O de 0 tel que V 0+ A € Oy.
Hoin — g = gy a(Pora — Py)Dy. (2.4)

(ii) Si en plus la condition 4 est vérifiée alors :

Mpea =1y Y ((Pyya — Py) Dy)™ (2.5)
m=0
et
sup |||, < oo. (2.6)
USSR

Lemme 2.2. Si les conditions 1-4 sont vérifiées en 6, alors 3 ¢ < 0o, p avec 0 < p < 1

et Og de 0 tel que. pour X\ assez petit.

sup || By~ T, < cp" (27)
0€0q
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Théoréeme 2.1. Supposons que les conditions 1-3 sont vérifiées en 0. Si Py est ||.||,-
continument Lipschitz en 6, alors Il est ||.||,-continiment Lipschitz en 6. Si en plus Py

est D,-différenciable en 6, alors Il est D,-différenciable en 0 avec
Ty, = Ty Ky(1).
ouD, ={g:S — R | g est mesurable et 3 € R tel que |g(s)| < r. v(s) pour s € S}.

Considérons un ensemble de conditions que nous regroupons en une seule condition
qu’on note C™, n > 0.
Condition C™.
(i) Le noyau Py est n + 1 fois D,-différenciable en 6.
(ii) Pour un certain r > 0, ©g =|0 — r,0 + r[ de 0 est tel que, quand 0 < m < n,

IPS™|, < oo et P™ est ||.||,-contintment Lipschitz en 6.

Théoréme 2.2. Si les conditions 1-3 et C™ pour un n > 1 sont vérifiées en 6 alors Ky(n)

est D,-différenciable avec
Kg(ﬂ)/ = Kg(n)Kg(l) + Kg(n + 1)

Théoreme 2.3. Supposons que les conditions 1-3 et C™ pour un certain n > 1 sont

vérifiées en 6 alors Iy est n fois D,-différenciable ou

(n) . n' m
"= > 51!...zm!H9HK9<l’“)’
k=1

1<m<n
1<0,<n
l1+...+lm=n

ou encore

) n! T o)
™ = Z zl!...zm!HGH(PHkDG)'
k=1

1<m<n
1<lp<n
l1+...+lm=n

2.1.3 Le développement en série de Taylor

D’apres le théoreme 2.3, trouver une borne supérieure de la série de Taylor revient a

trouver une borne pour 'opérateur Ky(m), 0 < m < n.

o ()l =

ST PP~ Tp)
m=0

= ||B" Dy,
12| | Dl

v

IN
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d’apres le théoreme 2.3

n n! - l
Il < > s 1ell [T A" Dollo
1<m<n 1e e« bm- kel
1<l <n
I1+...+lm=n
< oo Ho(n)

ou

n! - 1
Hy(n) = Y _ WHHPG( “ Do
I

1<m<n
1<l <n
li+...+lm=n

Théoréme 2.4. [39] Si les conditions 1-3 et C"™! pour un certain n sont vérifiées, alors

Vg € D,.

n Am
/9 dllgin =) W/Q A" + Tni1a
m=0 '

V |A| < 7, ot 7 est donné par la condition C™"*! et

7 n—+ II v Sup li -+ n ]. .

Supposons que les conditions du théoreme 2.4 soient vérifiés. Supposons en plus que

la condition C™ est vérifiée V n, soit ry tel que :

1

1 1/n
Lo Tl H, 2.8
~ = timsup (2l Halr) ) (28)

= limsup (%Hem)) " (2.9)

n

AlorsY g € D,, [ g dlly peut étre développé en une série de Taylor dont le rayon de

convergence est rg et on obtient le résultat suivant.

Corollaire 2.1. Supposons que les conditions 1-3 et C™ V n > 1 sont vérifiées en 6, alors

Moo = 3 )
n=0

pour |A] < 7y, out 79 est donné dans (2.9).
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2.1.4 Exemple

soit P la matrice des probabilités de transition de la chaine de Markov induite du
systeme de files d’attente M/M/1, le flux des arrivées est poissonien, de parametre n;, et
la durée de service est exponentielle, de parametre i, et soit () la matrice des probabilités
de transition de la chaine de Markov induite du systeme G/M/1 dont la distribution des
inter-arrivés est Cox avec un parametre 7. Considérons P, la matrice des probabilités
de transition de la chaine de Markov induite du systéme de files d’attente Go/M/1 ou la
distribution des inter-arrivés est exponentielle de parametre n; avec une probabilité 1 — 6

et de Cox de parametre 7, avec une probabilité 6, pour 6 € [0,1] on a
Py=(1-0)P+6Q.

Soit Xy(n) = (Xg(1,n), Xe(2,n)), ot Xg(1,n) : le nombre de clients se trouvant dans le
systeme Gy /M/1 juste avant arrivée du n'®™® client. X4(2,n) prend la valeur 1 si le flux
des arrivées est poissonien, la valeur 2 si la distribution des inter-arrivées est de Cox. On
pose

D,={9:Nx{1,2} =R | pour rlg(k,i)| <re’* V (k,i) e Nx {1,2}}

pour A assez petit.

La matrice de déviation du systeme M/M/1 est donnée dans [67] par

=0 (i 4+ 1)(L = p)p)

bli.g) = u(l—p)

ou

T
pP=—
o
Il est établi [43] que les conditions 1-3 sont vérifiées V § € [0, 1]. De plus, la condition C"
est vérifiee V 0 € [0,1] et Hyo(n) = n!(||(Q — P)D|,)™ [39]. En remplacant Hy(n) dans
1
(2.9), on obtient — = |[(Q — P)D],.
To )
On prend v(i,k) = 7 avec B> 1, F—1 < Joud > 0.
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Apres les calculs, on trouve [39]

M 1 5] 1
—P)D|, = - .
@ ) SUilp771+,u1i>0M(1_P5+5Z(1—P5))

(25
- 2i)

ro > limsup (ﬁ (ﬂ)) _m (ﬂ) |
o1 \m \(1—=pB) 2 p

Pour que la série de Taylor converge sur U'intervalle [0, 1], il faut choisir n; tel que rg > 1.

et nous avons

soit ITp le projecteur stationnaire de P, nous avons [39]

My = Y 60"Ip((Q— P)D)"

S ((@ - (P Hp>) .

n=0 n=0

Ve e [0,1].

2.2 Développement en série pour les chaines de Mar-

kov a espace d’états fini

2.2.1 Préliminaire et notations

Considérons une chaine de Markov X irréductible, apériodique a espace d’états fini
et soit S l’ensemble de ses états ou S = {0, 1, ,..., N}. Les probabilités de transition
entre les états sont données par la matrice P = (p; ;)i jes, et les probabilités de transition
entre les états en n étapes sont données par la matrice P"* = (p;fj)i’jes, notons que P"
représente la n®™° puissance de la matrice de transition P. Il est établit [64, 37] que la
chaine X admet un vecteur stationnaire unique 7p et un projecteur stationnaire Ilp avec
[Ip = enrh o e est le vecteur colonne tel que e = (1, 1, ..., 1).

Supposons que la matrice de transition P soit perturbée en () = P + A de sorte que
() soit la matrice de transition d’une autre chaine de Markov irréductible X’ avec une

distribution stationnaire v et un projecteur stationnaire Ilg.
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Dans ce qui suit, nous utilisons la norme ||.||,, ot v est une fonction mesurable finie.
On peut noter v; = v(i), pour i € S et donc v peut étre considérée comme un vecteur
v=(vg, V1, ..., vy)ouv(i)>0,Vies.

Pour w € R?

|w(@)]

w = su .
ol = sup T

Pour la matrice A € RS*S

N o .
ijo |Al(7, 5) v(j)
|All, = sup - )
i v(1)
ott |A|(4, j) représente la valeur absolue de 1'élément de la i®™° ligne et la j™° colonne de

la matrice A.

2.2.2 FErgodicité géométrique

Définition 2.4. [41] La chaine de Markov X ayant 'opérateur de transition P est dite

v-géométriquement ergodique si 4 N < oo tel que :
|[P" —1lplly < cf",
Vn>N,avecc<ooet f<1.

La notion de l'ergodicité v-géométrique est un outil théorique puissant mais difficile
a vérifier en pratique [8]. La principale difficultée réside dans le calcul des puissances
de 'opérateur de transition. Dans le cas des chaines de Markov a espace d’état fini et
apériodique, le probleme ne se pose plus car d’apres le lemme suivant toute chaine de

Markov fini et apériodique est v-géométriquement ergodique.

Lemme 2.3. [}1] Pour une chaine de Markov X a espace d’état fini et apériodique 3
N < oo tel que :
”Pn - HPHU < Cﬂna

Vn>N, avecc < oo et §<1.

2.2.3 La matrice de déviation

Définition 2.5. On appelle matrice de déviation da la chaine X ayant l'opérateur de

transition P la matrice : -

Dp =) (P"—Tlp),

m=0
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lorsqu’elle existe.

Plusieurs travaux ont été consacrés a 1’étude des propriétés et des conditions d’exis-
tence de cette matrice (voir par exemple [76, 91, 33, 65])
D’apres le lemme 2.3, la matrice de déviation Dp existe pour toute chaine de Markov

a espace d’état fini et apériodique. En effet :

IDpll = 1> (P™ =Top) |y < Y [P =TIp)| < > cef™ =
m=0 m=0 m=0

c
=1"%
Ce qui montre que la matrice Dp existe et qu’elle est bornée par rapport a la norme ||.||,.

La matrice Dp peut aussi s’écrire sous la forme suivante :

o0

Dp =) (P—TIp)" —1Ilp,

m=0
Théoréme 2.5. [33] La matrice de déviation Dp de la chaine X lorsqu’elle existe possede
les propriétés suivantes :

e Dpl =0.

e Dp(I—P)=(I—-P)Dp =1-1p.

o Dpllp =IIpDp = 0.

Remarque 2. la matrice de déviation Dp représente aussi le groupe inverse de I — P [79],

et Z(P — IIp)™ correspond a la matrice fondamentale de la chaine de Markov X[33].
m=0

2.2.4 La représentation en série de Ilj

Dans ce qui suit, nous allons voir comment on peut écrire le projecteur stationnaire
du systeme perturbée Il sous forme dune série qui dépend du projecteur stationnaire
du systeme idéal I1p, des matrices de transition des deux systeémes (perturbée @) et idéal
P) et de la matrice de déviation Dp.

D’apres le théoreme 2.5, nous avons la propriété suivante :
(I — P)Dp =1 —1lp.

En multipliant les deux termes de ’équation par Ilg, et comme Ilgllp = IIp, on obtient

ainsi :

lo(I — P)Dp =Tl — Tp.
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En utilisant la relation IIg = 1@, on obtient :
g =p +1o(Q — P)Dp. (2.10)
En remplagant (2.10) dans Il & droite de la relation (2.10), on obtient :
lg = p +1p(Q — P)Dp + g ((Q — P)Dp)*.

On répete la méme opération [ fois de suite :

Mo =1pY» ((Q - P)Dp)" +o((Q — P)Dp)+, (2.11)

pour [ > 0. En se basant sur I’équation (2.11), on introduit les notations suivantes :

Soit | > 0, alors H(l), avec

l

H(l)=Tp Y ((Q—P)Dp)",

n=0

est appelé 'approximation en série de degré [ de Ilg, T'(), avec
T(l) =Tp((Q — P)Dp)',
représente le [°™¢ élément de H(I), et R(l), avec
R(l) = Tu((Q — P)Dp)"™".

Remarque 3. apres avoir introduit les notations, la formule (2.2) peut s’écrire

o = H(l)+ R() et H(l) =Y _T(m) pour I > 0.

2.2.5 La convergence de la série

Lemme 2.4. [/1] Les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) La série Y ,°,((Q — P)Dp)' est convergente.

(ii) 3 k et &, € [0, 1] tel que ||(Q — P)Dp)*|s < 6.

(i) 3 K et § < 1 tel que ||((Q — P)Dp)Y|, < k6" V1€N,

() Ik etd €0, 1] tel que ||((Q — P)Dp)l, <& V1> k.

Pour la preuve de ce résultat, consulter [41].

Pour montrer 'existence de la limite de H(I) ((i) du lemme 2.4) il suffit de vérifier 'une
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des conditions ((ii), (iii), (iv)) du lemme 2.4 et d’apres Heidergott, la condition (ii) est la
mieux appropriée. Considérons maintenant la condition suivante :

(C) 11 existe un nombre fini k tel que on peut trouver §; €]0, 1] qui satisfait :

1((Q = P)Dp)*|l, < 6,

et on pose
N—

Z (Q = P)Dp)’

=0

(

Cs, =

v

Lemme 2.5. [41] Sous la condition (C) on a
(i) [R(I =1l < C:S)kHT(l)“v Vi,

Pour la preuve de ce résultat, consulter [41].

2.2.6 L’algorithme

L’algorithme suivant a été introduit par Heidergott et all [41]. Il nous permet de calcu-
ler, avec une certaine précision, le projecteur stationnaire Il en se basant sur les résultats

présentés précédemment.
L’algorithme 1
Choisir une précision € > 0. Poser | = 1, T'(1) = [Ip(Q — P)Dp et H(0) = Ilp.

Etape 1 : trouver k tel que |[((Q — P)Dp)*||; < 1. Poser 6, = ||((Q — P)Dp)*¥||; puis

calculer

05k =

N—
Z (Q— P)Dp)
=0

1
Etape 2 : Si

AITOI: < e
fin de 'algorithme poser Il = H(l — 1).

Sinon, aller a I’étape 3.

Etape 3 : Poser H(l) = H(l— 1)+ T(l). poser l =1+ 1et T(l) =T(l — 1)(Q — P)Dp
Aller a I’étape 2.
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2.3 Développement en série pour les Processus de

Markov

2.3.1 Préliminaire et notations

Considérons X = {X;, t > 0} un processus de Markov ergodique prenant ses états
dans un espace discret S (fini ou dénombrable), soit P(t) = (pi;(t))ijes sa matrice de
transition, et @ = (¢i;)i jes sa matrice infinitésimale. On suppose que ) est conservatrice
c'est a dire ) jes @iy =0, 1 €5, et que X admet une distribution stationnaire unique =
et un projecteur stationnaire II. Supposons que la matrice infinitésimale () soit perturbée
en (Q* de sorte que Q* soit la matrice infinitésimale d’un autre processus de Markov X'*,

ayant une distribution stationnaire 7* et un projecteur stationnaire II*.

Lemme 2.6. [40] Le projecteur stationnaire I1 et la matrice infinitésimale QQ du processus
X, lorsque ils existent, posseédent les propriétés suivantes :
e I1Q) = QII = 0,

e BII = 1II, pour toute matrice stochastique B € R*S

Soit D = (d;;); jes la matrice de déviation du processus X, ses éléments sont donnés

par :

dy= [y -m)dr. ijes (2.12)
0

Lemme 2.7. [33] La matrice de déviation D (lorsqu’elle existe) du processus X ayant la
matrice infinitésimale (Q posséde les propriétés suivantes :
o IID = 0.
e —QD = I —T1I.
Définition 2.6. [40] La matrice () est dite infinitésimale avec un taux p si p = sup |gj;| <
J
0.
Soit ) la matrice infinitésimale avec un taux g, introduisant la chaine de Markov
X ={XF:n >0} de noyau de transition P, défini comme suit
Gi/kw  PF]
[Pulij = e (2.13)
1+ qi/p i=7,
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Pour i,7 € S, on a

P@y:emii“gngwm t>0. (2.14)

La chaine X, est appelée chaine subordonnée, sa distribution stationnaire coincide avec

la distribution stationnaire de X et II,, = II. Les matrices de déviation de X, et X sont

liées par la relation suivante [40] :

1
D=-D
W

I

2.3.2 Ergodicité géométrique

Définition 2.7. Le processus de Markov X' ayant la matrice de transition P(t) est dit

v-géométriquement ergodique si 4 ¢ < oo et B < 1 tel que :
I1P(t) — 1], < cf,
Vit>0.
Notons que
D1, < [ 1P - T
ainsi si X est v-géométriquement ergodique alors || D], existe.

Lemme 2.8. Soit Q) la matrice infinitésimale avec un tauzr p. Si 3 N, ¢ et 3, avec
0 < B <1 tel que ||[(P,)" — If|, < ¢B™ ¥V n > N, alors P(t) est v-géométriquement

ergodique.

Lemme 2.9. Soit () la matrice infinitésimale avec un tauz p. Si X, est v-géométriquement

ergodique, alors, D, et D existent et

et
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2.3.3 La représentation en série de II*

Dans ce qui suit, nous allons voir comment on peut écrire le projecteur stationnaire
du systeme perturbé IT* sous forme d’une série qui dépend du projecteur stationnaire du
systeme idéal 11, des matrices infinitésimales des deux systemes (perturbé Q* et idéal Q)
et de la matrice de déviation D.

D’apres le lemme 2.7, nous avons la propriété suivante :
—QD=1-1I
En rajoutant Q*D aux deux termes de I’équation on obtient :
(Q"—Q)D=Q"D+1—11L

Multipliant cette équation par IT*

Q" —Q)D =1I"Q"D + IT* — II"11.
Pour simplifier cette écriture, on utilise les propriétés du lemme 2.6 et on obtient :

I =MI+1I"(Q" — Q)D. (2.15)
En remplagant (2.15) dans II* a droite de la relation (2.15) on obtient :
I = I+ 1(Q" — Q)D + II'((Q" — Q) D)™

On répete la méme opération [ fois de suite :

l

" =1) (@ —Q)D)"+1I"((Q" — Q)D)"*". (2.16)

n=0

Considérons les notations suivantes :

H() = ) (@ -Q)D)",
T() = Q" - Q)D),

(
R(l) = T ((Q" - Q)D)".
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2.3.4 La convergence de la série

Considérons a nouveau le processus X et soit S = {0, 1, ..., N} 'ensemble de ces
états. Considérons maintenant la condition suivante :

(C) 11 existe un nombre fini k& tel que on peut trouver §; €]0, 1] qui satisfait :

1((Q" = Q)D)*[l, < b,

et on pose

v
s, =

L=
* D l
Lemme 2.10. [40] Sous la condition (C),¥ v>1 on a
(i) IR(L=Dlle < G NTON VL

(ii) limy_oo H(l) =11 ((Q* — Q)D)" =1I*.
(111) 3 0 €]0,1] et 3 k €]0, 00 tel que ¥V 1

v

17Dl < wlTT]0"

Pour la preuve de ce résultat, consulter [40].

2.3.5 L’algorithme

A Taide de Palgorithme suivant, introduit par Heidergott et all [40], on peut calculer,

avec une certaine précision, le projecteur stationnaire IT*.

L’algorithme 2
Choisir une précision € > 0. Poser | = 1, T'(1) = [I(Q* — Q)D et H(0) = II.

Etape 1 : Trouver k tel que ||((Q* — Q)D)*|l, < 1. Poser 8, = ||((Q* — Q)D)¥||, puis

calculer
N-1

> (@ -Q)D)

=0

1 _
cék—l_ék )

v

Etape 2 : Si
S ITDh < e,
fin de l'algorithme poser II* = H(l — 1).

Sinon, aller a ’étape 3.

Etape 3 : Poser H(l) = H(l— 1)+ T(l). poser l =+ 1et T(l) =T(l — 1)(Q* — Q)D.
Aller a I’étape 2.
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2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons fait une synthese sur l'application de la méthode du
développement en séries aux chaines de Markov a espace d’états général, aux chaines de

Markov a espace d’états fini et aux processus de Markov.
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Chapitre 3

Stabilité forte

La méthode de stabilité forte (ou méthode des opérateurs de la théorie de stabilité) a
été élaborée par D. Aissani et N. Kartashov au début des années 80 [6]. Elle est applicable
a tous les modeles stochastiques de la recherche opérationnelle pouvant étre régis par une
chaine de Markov. Elle a été principalement appliquée aux modeles de files d’attente par
N. Kartashov, D. Aissani [5, 3] et leurs éleves (L. Bouallouche [29], M. Benaouicha [17],
L. Berdjoudj [19], O. Lekadir [69], Z. Mouhoubi [72], ...).

3.1 Préliminaires et notations

Soit X = (X;,t > 0), une chaine de Markov homogene a valeurs dans un espace
mesurable (E, &), donnée par un noyau de transition régulier P(xz, A), x € E, A € £ et
admettant une probabilité invariante unique 7.

Notons par m& (mE™T) 'espace des mesures finies (non négatives) sur &, f€ (fET)
I'espace des fonctions mesurables bornées (non négatives) sur E. On munit I'espace mé&
d’une norme ||.||, le sous espace (M, |.]|) est un espace de Banach (M peut étre pris
comme n’importe quel sous espace fermé de {u € m€ : ||u|| < co}). En outre, la norme

doit étre compatible avec I'ordre structurel dans mé&, c’est-a-dire :

Il <l + pol| pour py € M*, i =1,2 (3.1)
]l < Ml — poll pour pi € MY, i =1,2 et piy Lpss. (3.2)
ul(E) < Klp] pour pe M. (33)

Ou |p| est la variation de la mesure p, k est une constante et M+t = M N (mE™).

les trois conditions (3.1), (3.2), (3.3) sont particulierement satisfaites pour les normes
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dites normes de variations pondérées (normes-poids), définies par

lallo = / o(a)|l(dz), (3.4)

ou v est une fonction mesurable vérifiant in}fg v(z) > 0.

xe
On associe a chaque noyau de transition Q(x, A) et a chaque fonction f € f&, les ap-
plications linéaires Q : M — M et f : M — R dont les valeurs pour p € mé& sont

respectivement, :

Q) = uQ() = / u(d) Q)
fw) = uf = / (dn)f

Les normes induites pour les applications linéaires sont

QI = sup{[|pQl], ] <1},
LA = sup{llaf Il lmll < 13-

Ce qui correspondra pour le choix de la norme-poids a

Q1 = sup(u( / Q. oy,
£l = supe(e)) (o)

On suppose que l'opérateur P : M — M, correspondant au noyau de transition de la

chaine X vérifie
MP C M, ||P| < o0, (3.5)

ot MP = {p:pn=mP,pu; € M}. Notons par IT = lor le projecteur stationnaire du
noyau P, ou 1 est la fonction identiquement égale a 1, et par I I'opérateur identité dans

M. 70" étant le produit tensoriel d'une fonction et d’une mesure.

3.2 Ergodicité uniforme

Définition 3.1. [58] La chaine de Markov X est uniformément ergodique par rapport a

une norme |||, si elle possede une unique mesure invariante 7 et :

lim | PY —TI|| = 0.

40



Stabilité forte

Théoreme 3.1. [6, 58] La chaine de Markov X est uniformément ergodique par rapport

a la norme ||.||, si et seulement si 'opérateur (I — P + II) est inversible et :
(I —P+1)7Y| < oo. (3.6)
Introduisons maintenant la notion de récurrence au sens de Harris.

Définition 3.2. Une chaine de Markov (X,,),>0 définie sur (E, £) et de noyau de tran-
sition P est récurrente au sens de Harris, s’il existe une mesure invariante p* o-positive,

telle que p*(A) > 0 alors :
+oo

Px{z 14(X,) =400} =1, pourtout Ve FE (3.7)
n=1

ou 14 est la fonction indicatrice sur A.
Pour les chaines de Markov récurrente au sens de Harris, on a le résultat suivant :

Théoréme 3.2. [6] Une chaine de Markov X récurrente au sens de Harris, est uni-
formément ergodique par rapport a la norme ||.|| et apériodique s'il existe un entier n > 1
une mesure positive o € M™ et une fonction mesurable h € fE7 telles que les conditions
suivantes soient satisfaites :

e th>0, ocl=1, oh>0,

o I'=P"—hoo >0,

e Im e N* J ¢ €0, 1] tel que ||T™| < 2.

3.3 Stabilité forte

Définition 3.3. [6, 58] On dit que la chaine de Markov X est fortement stable par rapport
& la norme ||.||, si chaque noyau stochastique @ dans un certain voisinage {Q : ||Q — P|| <

e} admet une probabilité stationnaire unique v et :
|lv — 7| = 0 quand ||@Q — P|| — 0.

Théoreme 3.3. [6, 58] Si la chaine de Markov X est fortement stable par rapport a la

norme ||.|| alors, pour tout noyau stochastique voisin du noyau P de X on a :
lv — 7]l < C[IQ — P].

ou, v est la mesure invariante de @) et C(P) une constante.
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Théoreme 3.4. [6, 58] La chaine de Markov X est fortement stable par rapport a la
norme ||.||, si et seulement si elle est uniformément ergodique par rapport a la méme

norme.

On dira que la chaine de Markov X est fortement v-stable si elle est stable par rapport

a la norme ||.||,

Corollaire 3.1. (Critere de v-stabilité forte) Pour qu'une chaine de Markov X
récurrente au sens de Harris, de noyau de transition P soit fortement v-stable, il est
suffisant de trouver une mesure positive o € M™ et une fonction mesurable h € fET,
telles que :

1) th >0, o1l=1, oh>0,

2) Le noyau T'= P — hoo est non négatif,

3) Il existe p < 1 et m > 1 tel que, T™v(z) < v(z), Vx € E,

4) || Pl < o0.

3.4 Inégalités de stabilité forte

La possibilité d’obtenir des inégalités avec un calcul exact des constantes est 'une des

spécificités de la méthode de la stabilité forte.

Théoreme 3.5. [59] Soit une chaine de Markov X, de noyau de transition P, et de mesure
invariante 7, fortement v-stable et vérifiant les conditions du théoreme 3.2. Alors, pour
un noyau stochastique (), de mesure stationnaire v appartenant a un certain voisinage de
P, on a I’égalité suivante :
v=m[l — ARy(I — )],
+o0

v=m+ Y w[ARy(I-TI)]". (3.8)

r=1

Ou: A=Q—Pet Ry=(-T)".
Corollaire 3.2. [59] Sous les conditions du théoreme 3.2, on a
v=m+7ARy(I —TI) + o(||A|>) pour |All, — 0. (3.9)

Corollaire 3.3. [59] Sous les conditions du théoréme 3.2 et pour A vérifiant la condition

1a], < £=¥
C

,on a:

lv =7l < Al llmlloe(t =¥ = cllAf,) (3.10)
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ou
c=m| P71+ 117 ]l.)
et
I7llo < (ov)(1 =)~ (xh)m|| P

Dans le casoum =1, on a ¢ = 1 4 ||1],]|7]]o-

3.5 Stabilité forte et méthode du développement en
série

L’existence de la matrice de déviation D = 3 (P™ — II) est fondamentale pour
I'application de la méthode du développement en série (voir chapitre 2). Le corollaire
suivant nous montre la relation entre I’existence de la matrice de déviation D et la stabilité

forte.

Corollaire 3.4. [79] Si Popérateur D existe et est borné, alors la chaine X est fortement

stable.

Ce résultat signifie que la méthode du développement en série ne s’applique qu’aux

systemes fortement stables.

3.6 Stabilité forte pour le systeme M /M /1

La méthode de la stabilité forte a été appliquée au systeme M/M /1 apres une pertur-

bation du flot des arrivées par L. Bouallouche [26, 29].

Considérons un systeme de files d’attente G/M/1, les temps des inter-arrivées des
clients suivent une loi générale F', de moyenne 1/, et le temps de service est une variable

aléatoire suivant une loi exponentielle de parametre .

Soit Y, : le nombre de clients se trouvant dans le systeme G/M/1 juste avant 'arrivée du

n®me client. Les probabilités de transition sont données par (Q = (q; ;)i jen)

Q{; Si j — O7
Gij = Yijpa sil<j<i+1
0 sinon.
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i 0o —ut t k
ot =1-Y b}, b= / %dlﬁ(w.
k=0 0 ’

Considérons en méme temps un systeme de files d’attente M/M/1, les temps des inter-
arrivées des clients suivent une loi exponentielle £, de moyenne 1/, et la durée de service

est exponentielle, de parametre .

Soit Y;, : le nombre de clients se trouvant dans le systeme M/M/1 juste avant 'arrivée du

n®m client. Les probabilités de transition sont données par (P = (p; )i jen) :

a; siij,
Pij = bijyr sil<j<i+1

0 sinon.

( o —ut k
o, =1-Y by, bk:/ %db}(t)
k=0 0 ’

Désignons par mp et m¢ les distributions stationnaires des chaines Y, et Y.

Théoréme 3.6. [26] Supposons que A\/p < 1, alors pour tout [ tel que 1 < 5 < p/A, la

chaine de Markov induite Y,, est fortement v-stable pour une fonction v(l) = 3.

3.6.1 Déviation du noyau de transition

Pour pouvoir estimer numériquement 1’écart entre les distributions stationnaires des
états des chaines de Markov Y,, et Y,  estimons au préalable la norme de déviation de

I'opérateur de transition P par rapport a l'opérateur ().

Théoréme 3.7. [26] Soient P et () les noyaux de transition des chaines de Markov

induites des systemes M/M/1 et G/M/1. Alors, pour tout 3 tel que : 1 < < /A, on a:
1P =Qll, < (1+3)W

o W = [ |F — Ey|(dt).
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3.6.2 Inégalités de stabilité

Théoréeme 3.8. [26] Supposons que la chaine de Markov induite Y;, du systeme M/M/1
soit fortement v-stable et que :

(1 =)= AB)

VT A1)

Alors
(L+8)2u = AA+8))(p—NW

(8= D(p— AB)°
Ty~ A ARE =M ) - AW

lmp = mqll <

AB
R
A £
+ W 3

Pour la preuve des théoremes 3.6, 3.7 et 3.8 consulter [26].

pour tout 3 tel que 1 < § < u/\, avec 1h =

3.6.3 Algorithme d’approximation du systeme G/M/1

L’algorithme suivant a été élaboré par L. Bouallouche [26, 29]. Il permet de déterminer,
si possible, le domaine de validité de I’approximation et de donner la possibilité de calculer

I'erreur sur la distribution stationnaire due a I'approximation.

1. Définition de la densité g(t);
2. Définition de la durée moyenne entre deux arrivées E(T);
3. Introduction des parametres de g(t) et du taux de service p;

4. Détermination du taux d’arrivée A :
A=1/E(T);

5. Vérification de 'ergodicité géométrique :

Si (A/p) > 1 Alors ”Le systeme est instable” ; Fin

6. Détermination de la variation W de G(t) et E\(t) :
W = fooo |G — E,\|dt;

7. Détermination du domaine de (3 tel que Onin < 0 < Bmax Vérifiant :

(B4 ) — = A6 (1 — AB)
(14 B) (B + ) — ) (2p — M1+ 3))

l<B<p/X et W<
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Si aucune valeur de 3 ne vérifie la condition, alors

”Le systeme ne peut pas étre approché par le systeme M/M/1”; Fin
8. Détermination de l'erreur ||7p — mg]|, :

Pour 5 de Buin & Omax, Effectuer
(1+8)2p = A1+ 8))(p — AW

(B —1)(u—AB)>
G Dpiag (0@ =AM+ B = AW

Imp = mqlly

9. Fin.

3.7 Conclusion

Dans ce chapitre, on a passé en revue les résultats essentiels concernant la théorie de
stabilité forte, et on a présenté les résultats de son application au systeme de files d’attente

M/M/1, apres une perturbation des flots des arrivées.
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Chapitre 4

Développement en série et stabilité

forte du systeme M /M /1/N

Dans ce chapitre, on applique la méthode du développement en série au systeme
M/M/1/N, apres une perturbation du flot des arrivées. Cette méthode nous permet de cal-
culer la distribution stationnaire du systeme perturbé G/M/1/N. On applique également

la méthode de stabilité forte au méme systeme.

4.1 Préliminaire et position du probleme

Considérons un systeme de files d’attente G/M/1/N, les temps des inter-arrivées des
clients suivent une loi générale F', de moyenne 1/, et le temps de service est une variable

aléatoire suivant une loi exponentielle de parametre p.

Soit Y : le nombre de clients se trouvant dans le systeme G/M/1/N juste avant I'arrivée
du n®™¢ client. Les probabilités de transition sont données par (Q = (q;;)ijer) ot E =
{0, 1, ..., N}:

pour 0 <:< N -1

Gij = bijy1 sil<j<i+]1
0 sii+1<j<N.

pour ¢ = N

/ .
ay_y sig =0,

w=y )
bN_j sil<j <N
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i 0o —ut t k
ot =1-Y b}, b= / %dlﬁ(w.
k=0 0 ’

Considérons en méme temps un systeme de files d’attente M/M/1/N, les temps des
inter-arrivées des clients suivent une loi exponentielle £, de moyenne 1/\, et la durée de
service est exponentielle, de parametre pu.

Soit Y, : le nombre de clients se trouvant dans le systeme M/M/1/N juste avant I'arrivée
du néme

pour 0 <i< N —1

client. Les probabilités de transition sont données par (P = (p; ;)i jcr) :

Q; sij =0,
Pij =4 bijy sil<j<i+1
0 sit+1<j5<N.
pour i = N
aAN_1 siij,
pij = o
by_; sil<j<N
ol
0 ef'ut(,ut)l )‘Ml 00 /\,ul
b = ————dE\(t) = —— “dt = ——
= O = g e O

m i+1
7 /\ 7 [ l )\ 1—<m) m i+1
s=1— b =1— =1- =— 4.1
“ 2h A+ul2;<k+u) A+ p A (A+u> @D
A+

Désignons par mp et 7 les distributions stationnaires des chaines Y,, et Y, , et par IIp et

Il les projecteurs stationnaires des chaines Y, et Y.

4.2 Application de la méthode de stabilité forte

La méthode de la stabilité forte a été appliquée au systeme M/M /1 apres une pertur-
bation du flot des arrivées dans [29]. A présent, nous allons adapter ces résultats pour le

systeme M/M/1/N.

Théoréme 4.1. Supposons que A/p < 1, alors pour tout 3 tel que 1 < f < p/A, la

chaine de Markov induite Y,, est fortement v-stable pour une fonction v(l) = 3.
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Preuve

Pour prouver la v-stabilité de la chaine X pour une fonction v(l) = 3!, vérifions les
conditions du corollaire 3.1
Soit la fonction mesurable :
hi = pio

et la mesure :

0 Sil<j<N
1 Sij=0

O'j:

Alors, on vérifie facilement que :

N
° ’iTh:Z’/Tipio >0

1=0
e gl=1
o 0h=p00>0
On a
pio—1po=0 Sij=0
Tij = pij — hi 05 =

Pij —O0pio=pi; SI1<j<N

Dot T;>0 VO<i<N,0<j<N.

Montrons qu’il existe ¢ < 1 tel que Tw(k) < ¢v(k) pour k € E.
Pour 0 <I< N -1

N ‘ N ‘ I+1 .
(To)(1) = > FTy=Y Fpi=> Fbs,
§=0 j=1 j=1
l A l m J
_ 1=y I+1
28 = 5l jz%(ﬁmm)
+1 +1
- (i) - (otm)
_ A g+l BN+ 1) — A8 BA+ )
A+ 1— ok A+ — H .
BN+ ) &4
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Pour [ =N
(Tv)(N) = ZﬁijFZﬁ]dN—j
]]V_—l J
_ N—j1 N
- L= S ()
N
—< : )
B+ p)
= \gN
’ A+u—ﬁ
B
Pour 0 <l <N

! AB . H N
(Tv)(l)<ﬁ)\+ﬂ%<1 (—ﬁ()\+ﬂ)) ) V3>1.

on a <1— (ﬁ)v <1,

siA/p<letl<f<p/\alors < 1 donc

A+u—%

Y e\
wwru%(l (ﬁ(Aﬂb)) )<1'

On peut alors conclure qu’il existe ¢ < 1 tel que :
pour 0 <[ <N
(Tv)(1) < B4, pour tout 1 < B < /.

On vérifie maintenant que || P||, < oo :
Ona:P=T+hoo

alors || Plly < [|T[l, + [|A]loflo .-

ona:

N
1 )
- Il = sup @ZWleswa
=0

i

— ||, = =—<1
|| ||'U Sup ﬁl )\_’_M
— lofl = Zﬁj%’ =1
alors || P||, < o0. O
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4.2.1 Déviation du noyau de transition

Théoreme 4.2. Soient P et () les noyaux de transition des chaines de Markov induites

des systemes M/M/1/N et G/M/1/N. Alors, pour tout 3 tel que : 1 < < /A, on a :

1P =Qll, < (1+5)W

ot W = [ |F — E,|(dt).

Preuve

Pour tout 3 tel que 1 < < /A, on a :
N

1 .
P—-Ql,= sup — Npij — qij| = sup — — quo| + -
P —Q| S 5 JEZOB lpi; — qij Sup G (|plo Qo E 3| qzjl>

7j=1

Désignons par A et B les deux expressions du terme de droite de cette égalité ou :

1
A= sup —l|pzo — quo
o<i<n

Pour 0 <I< N -1

! !
|pzo —QZO| = |ij _Zbﬂ

l

< Z/ —e—“t (utY|F — Ey|(dt) :/ Z ' Lo F — By|(de)
o =5 J°
< / F — By|(dt) = W
0
Pour 1 =N
N—-1 N—-1
[pnvo — gnvol = |Zb] Zb;\
j=0 j=0
N-—1
o0 t‘j
< | WY s ()
0 J'

I\
o

J

< / F = By|(dt) = W
0

Onaalors A< W
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L
B = sup —; E = Qi
ocian B = g =

Pour 0 <I< N -1

I+1
1

N
1 1 e |
il g < = j () F B (dE
7l < ﬁZﬁ/ T ) IE = Bl

~ tl+1 1 ut I4+1—j 0o
ﬁ/o o zm(g) IF—EA|(dt)§ﬁ/O F — By|(dt)

IN

Pourl =N

1 & 1 & ]

—g N — QN < —E ﬁj/ — e M (ut)N | F — Ey|(dt
BN j:1| Nj NJ| ﬁN — 0 (N—])! ( ) | A|( )

< /jeutiﬁ (%)N_j IF — Ey|(dt) < /Ooo |F — Ey|(dt)

D’ou B < gW. On conclut alors que

1P =Qll, < (1+3)W. O

4.2.2 Inégalités de stabilité

Théoréme 4.3. Supposons que la chaine de Markov induite Y;, du systeme M/M/1/N

soit fortement v-stable et que :

(1-v)
W < m (42)

Alors
(1=p)(1 = (pB)N*H (1 + B)CW

e =l < TV T 1 v - (L HWO) )
pour tout 5 tel que 1 < 8 < u/\, avec
o =PI )+ (=g =g a8 () ( ! >N
(1=pM (1 = pp) ’ A+M_g BA+w)/) )
Preuve
Pour tout ||Al]l, < (1 —1)/C, on a l'estimation :
Imp — molle < [AILCllmpllo(1 = = CllAL) ™ (4.4)
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oUA=P—-Q et C=1+|1]]|7ple

on a :
1l = sup ~ =1
v lfNﬂl
N
j . —p)(1 — (pB)N )
Il = ZMPF —— 2P = - )
et

o (=)= (pA)™) + (1 = p™* (1 = pp)
(1= pN+1)(1 = pB)

de (4.4) on a :
1 _
e~ il < 1P~ QULCllwe (L~ —C(1+ HW)™ pour tout [P - @), < L=
1 _
Autrement dit, pour tout W < ﬁ V G tel que 1 < < /A

En remplagant ||7p||, par son expression, on obtient l'inégalité (4.3) du théoreme 4.3

4.3 Le développement en série de Il

Etant donné que la chaine de Markov considéré Y,, est un chaine a espace d’état fini,
les résultats que nous allons appliquer sont ceux concernant les chaines de Markov a es-

pace d’état fini [41].

Counsidérons la condition suivante :

(C) Il existe un nombre fini k tel qu’on peut trouver 0, € |0, 1[ qui satisfait :

1@ = P)D)* |l < 1.

D’apres le lemme 2.5, si la condition (C) est vérifiée, alors :
g =11, 3 (@ - P)D)".
n=0
A présent, on va chercher une estimation de || D|,. On donne v(l) = 3

On a
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D’ou
DIl = [ > (P =1p)[lo < Y|P —Tp]], (4.5)
m=0 m=0

Sous les conditions du corrolaire 3.1, la quantité ||P™ — Ilp||, est estimé dans [56] par

6m+2

P tipl < (vm 4+ o) () (4.6)

pour 6y < 6 <1, ou

-9
—Oy=1-— ,
0 1+ Ynw
- n=|rlly, w=min(wy, ws),
(1 —7h)In(oh)
=2 - 1
1 P ( wh(l — oh) ’
2y
— < — 4+ 1.
Ry

Les conditions du corrolaire 3.1 sont vérifiées pour le systeme M/M/1/N si A\/u < 1 et
1 < B < u/A, alors d’apres (4.4) et (4.5) on a

o1 = 3 (74 gy ) )

< { 1 N 02
= 1= =004

Calculons a présant les quantités n, ¥, oh et 7h :

](1+77)=x@

N N
R o O S e 2 L (=p)(1—(pB)"H)
V=2 = T L = e g
B A3 1 )N
v )\—|—M—E< Frean )“’
g
— oh poo—ﬁ,

N N-1 i 1—p A N
- mh = iDio =
T ZZ:;WPO )\‘*'/i 1_ N+1 Z()\+M> 1 — pN+L ()\‘i‘ﬂ)

1=
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)\ N

I A

_ p(l=p) (AML) L 1= AN\ 1y

O+ )1 — pNH) B 1— oV 1\ X+ p 1— pN+L
A+

1
Pour que la condition (C) soit vérifiée, il suffit que ||P — Ql|, < — et on a
X0

lndk
k .
= (m(x@HP—qu)) o

4.4 Application numérique

Nous allons maintenant illustrer 'application de la méthode de la stabilité forte et
du développement en série sur un exemple numérique. Considérons un systeme de files
d’attente G/M/1/N, on donne N = 5, les durées entre deux arrivées consécutives sont

des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées, dont la densité est :

3
-+ 56_230 Siz>0
0 Sinon.

Les durées de service sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement dis-
tribuées, suivant une loi exponentielle £, de parametre p = 12.

Soit @ = (gij)ijer la matrice de transition de la chaine Y, correspondant au systeme
G/M/1/N considéré :

pour 0 <i< N -1

Y Y —O
Qij = i—j+1 3,0+
p 0 o
— — 1<5< 1
ur e 2r e MO SIS
| 0 sit+1<j<N.
pour : = N
Lop v 3, K N ;o
(- G =0
4(u+1) +4<u+2> si j =0,
Qij =
N—j 3N7j
o a si1<j<N

W DV T 2 )Y

Soit E(T), la durée moyenne des inter-arrivées :
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o oo 1
E(T) = /0 t g(t)dt = /0 t(Ze_t + ge_gt)dt = g

Le taux d’arrivées A = m =%

Considérons en méme temps un systeme de files d’attente M/M/1/N. On donne N =5
et les temps des inter-arrivées des clients suivent une loi exponentielle £y (A = 8/5), et
la durée de service est exponentielle, de parametre p = 12.

Rappelons que P = (p; ;);jer est la matrice de transition de la chaine Y,, correspondant
au systeme M/M/1/N :
pour 0 <i< N -1

( H i .
(m)“ sij =0,
Dij = VA
| 0 sii+1<j<N.
pour i = N
M ..
(m)N sij =0,
Pij = N
Ap I . .
m SIISJSN

Dans ce qui suit, on choisit la fonction v(l) = 3.

4.4.1 Application de la méthode de stabilité forte

On désire approcher les caractéristiques du systeme G/M/1/N (systeme réel) par celles
du systeme M/M/1/N (systeme idéal). Pour calculer I'erreur die a I’approximation, on

passera par les étapes suivantes :

1. Détermination de la variation des distributions G et E) :

W= [Tl - By = [

Cette quantité s’avere difficile a calculer manuellement. Pour remédier a ce probleme

nous avons fait appel & un programme d’approximation (voir Annexe 2), & partir
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duquel nous avons obtenu :

W = 0.06008912.

. Détermination du domaine de validité de I’approximation :
C’est ’ensemble des valeurs de 3, pour lesquelles la quantité W vérifie la relation
(4.2). En utilisant des procédures de recherche dichotomiques (voir Annexe 2), on

trouve

1.01 < 5 < 27236071 (Bin = 1.01, Bae = 2.7236071)

. Détermination de l'erreur sur la distribution stationnaire f(3) = ||[7p — mg||, :
Pour voir I'impact du choix de la norme, nous faisons variez 3. Pour chaque va-
leurs de [, le programme que nous avons congu (voir Annexe 2) calcule la borne
. ; ; L. , , ,
supérieure de l'erreur d’approximation. Les résultats obtenus sont représentés dans

le tableau suivant :

B | I = 7ol p Imp —mollv
1.01 | 0.8165805 1.8 1.7373977
1.02 | 0.8173503 2 2.4102178
1.03 | 0.8185240 2.2 3.6328277
1.1 | 0.8365192 2.4 6.4214516
1.2 | 0.8861564 2.6 18.3466771
1.3 | 0.9591606 2.7 98.5631519
1.4 | 1.0546126 | 2.71 | 168.7781551
1.6 | 1.3229628 | 2.7236071 | 4118.2563611

TAB. 4.1-Erreur sur la distribution stationnaire, en fonction de 3

On remarque que l'erreur ||[7p — mg||, croit en fonction de 3, elle atteint des valeurs tres

grandes a la frontiere de la borne supérieure de l'intervalle [1.01,2.7236071]. L’estimation

minimale de l'erreur est ||7p — mg||, = 0.8165805 pour § = 1.01.

4.4.2 Application de la méthode du développement en série

A Paide de I'algorithme 1 (voir chapitre 2), nous allons calculer la distribution station-

naire du systeme G/M/1/N (systeme perturbé). Nous passerons par les étapes suivantes :
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1. Détermination des matrices P, @), D et Ilp :

Les calculs sont faits par le biais du programme que nous avons congu

e La matrice de transition de la chaine Y,, est donnée par

0.8823529
0.7785467
0.6869530
0.6061349
0.5348250
0.5348250

0.1176471
0.1038062
0.0915937
0.0808180
0.0713100
0.0713100

0.0000000
0.1176471
0.1038062
0.0915937
0.0808180
0.0808180

0.0000000
0.0000000
0.1176471
0.1038062
0.0915937
0.0915937

0.0000000
0.0000000
0.0000000
0.1176471
0.1038062
0.1038062

e Le projecteur stationnaire de la chaine Y,, est donnée par

Mp

0.8666715
0.8666715
0.8666715
0.8666715
0.8666715
0.8666715

0.1155562
0.1155562
0.1155562
0.1155562
0.1155562
0.1155562

0.0154075
0.0154075
0.0154075
0.0154075
0.0154075
0.0154075

0.0020543
0.0020543
0.0020543
0.0020543
0.0020543
0.0020543

0.0002739
0.0002739
0.0002739
0.0002739
0.0002739
0.0002739

La distribution stationnaire de la chaine Y,, est donc donnée par

Tp =

0.8666715
0.1155562
0.0154075
0.0020543
0.0002739
0.0000365

e La matrice de transition de la chaine Y, est donnée par

0.0000000
0.0000000
0.0000000
0.0000000
0.1176471
0.1176471

0.0000365
0.0000365
0.0000365
0.0000365
0.0000365
0.0000365
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0.8736264
0.7640382
0.6689350
0.5863376
0.5145425
0.5145425

0.1263736
0.1095882
0.0951032
0.0825974
0.0717951
0.0717951

0.0000000
0.1263736
0.1095882
0.0951032
0.0825974
0.0825974

0.0000000
0.0000000
0.1263736
0.1095882
0.0951032
0.0951032

0.0000000
0.0000000
0.0000000
0.1263736
0.1095882
0.1095882

e La matrice de déviation du systeme M/M/1/N est donnée par

0.1538097
—0.9794823
—1.1125003

1.2434640
—1.3590202
—1.3590202

—0.1128254
0.8694024
—0.1483334
—0.1657952
—0.1812027
—0.1812027

—0.0328205

0.0981432
1.0957784
0.0934502
0.0913958
0.0913958

—0.0067457

0.0107161
0.1437342
1.1434237
0.1431498
0.1431498

—0.0012147

0.0011135
0.0188493
0.1521412
1.1521047
0.1521047

. Détermination des quantités k tel que ||((Q — P)D)*||; < 1, & et cs, :

Comme dans I’algorithme 1, on choisi § =1,

0.0000000
0.0000000
0.0000000
0.0000000
0.1263736
0.1263736

—0.0002034

0.0001071
0.0024718
0.0202441
0.1535726
1.1535726

k=1, 0 =((Q— P)D)*||; = 0.0608407,

1 N—-1
L - — PYDp)*|| = 1.0647821.
Csy 1 — 5N ;0((@ ) P) 1 06478

. Détermination de la distribution stationnaire du systeme perturbé 7 :
L’algorithme nous permet de calculer le projecteur stationnaire Il du systeme per-
turbé, la distribution stationnaire 7 correspond a l'un des vecteurs lignes de Ilg,

et on trouve

0.8665664
0.1155119
0.0155031
0.0020947
0.0002849
0.0000390

7TQ:
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Pour une précision € = 0.001 on a ||7g — 7p||1 = 3.1435 1075.

Pour différentes valeurs de (3, et pour une précision ¢ = 0.001 le programme que nous

avons congu calcule la distribution stationnaire mg du systeme G/M/1/N (systeme per-

turbé). Une fois mp et mg connues on calcule ||7p — mg||w

3 k Ok Csy 7P — 7qll
1.01 1 | 0.0596221 1.0634022 0.0003030
1.1 1 | 0.0510145 1.0537568 0.0003433
1.2 1 | 0.0454262 1.0475879 0.0003946
1.5 1 | 0.0409089 1.0426539 0.0005972
2 1 | 0.0446965 1.0467877 0.0011885
2.7236071 1 | 0.0569362 1.0603737 0.0028314
5 1 | 0.1365551 1.1581515 0.0237096
10 1 | 0.8363494 6.1105802 0.4393106
20 3 | 0.4555553 | 34.2192265 10.9017396

50 5 | 0.1008670 | 1502.9580769 | 924.1780055

TAB. 4.2-Erreur sur la distribution stationnaire, en fonction de 3

Aucune condition n’est imposée sur la valeur de (3. Nous avons pris des valeurs dans
I'intervalle [Gumin, Omax], calculées en appliquant la stabilité forte, pour pouvoir comparer
les résultats, et des valeurs plus grandes pour voir 'accroissement de I’erreur.

On constate que pour les valeurs de [ tel que 8 € [Buin, Smax] L'erreur est trés petite, voir
négligeable, Elle croit au fur et a mesure que [ croit mais reste petite. Pour 3 tres grand

(6 > 50), l'erreur est tres importante.

4.4.3 Modele de simulation

Notre modele de simulation inclut deux procédures : La premiere permettra de simuler
la distribution stationnaire du systéme M/M/1/N (7p) et a l'aide de la deuxieme nous
allons simuler la distribution stationnaire du systeme G/M/1/N (mg). Une fois 7p et mg
connues on calcule ||[Tp — mg||,-

Pour un temps de simulation tsim = 100 unités de temps, on obtient :
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0.8814803 0.8753647

0.1047793 0.1065923

0.0116078 0.0153273
p = et TQ =

0.0021126 0.0024631

0.0000201 0.0002526

0.0000000 0.0000000

4.4.4 Comparaison des résultats

Notons par Esf I'erreur estimée par la méthode de stabilité forte et par Eds I'erreur
calculée par la méthode du développement en série et Eas ’erreur simulée. Pour différentes

valeurs de [ tel que 1.01 < 3 < 2.7236071, les résultats sont représentés dans le tableau

suivant :
16} Esf Eas Eds
1.01 0.8165805 | 0.0137679 | 0.0003030
1.1 0.8365192 | 0.0121004 | 0.0003433
1.2 0.8861564 | 0.0131188 | 0.0003946
1.5 1.1744499 | 0.0193191 | 0.0005972
2 2.4102178 | 0.0353015 | 0.0011885
2.7236071 | 4118.2563611 | 0.0585214 | 0.0028314

TAB. 4.3-Comparaison des erreurs sur la distribution stationnaire

On remarque que pour les mémes valeurs de 3, 'erreur calculée par la méthode du
développement en séries et ’erreur simulée sont nettement plus petites que celle calculée
par la méthode de stabilité forte. Ce qui signifie que 'erreur estimée par la méthode de
stabilité forte est réellement le seuil (majorant) de 'erreur qu’on peut faire lors du passage
du systeme M/M/1/N vers le systeme G/M/1/N.

Pour la méthode du développement en série et la simulation, le choix de # a peu
d’influence sur les résultats (1.01 < 8 < 2.7236071). En effet, la valeur de § n’intervient
que dans le calcul de la norme, contrairement a la méthode de stabilité forte ou I'erreur

est en fonction de (.
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4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons appliqué la méthode du développement en série au
systeme M/M/1/N. En se basant sur les résultats de Kartashov [56], nous avons obtenu
une estimation de la norme de la matrice de déviation || D||,. Nous avons aussi appliqué la
méthode de la stabilité forte, puis illustré ’application des deux méthodes sur un exemple
numeérique, puis comparé les résultats obtenus avec ceux de la simulation.

Nous avons constaté que dans le domaine de stabilité, la distribution stationnaire du
systeme idéal est presque identique a la distribution stationnaire du systeme perturbé, cal-

culée en appliquant la méthode du développement en série. L’erreur est donc négligeable.
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons appliqué pour la premiere fois la méthode du développement
en série pour le systéme de files d’attente M/M/1/N. Nous avons aussi appliqué la méthode

de stabilité forte au méme systeme.

Dans un premier temps, nous avons effectué une synthese sur l'application de la
méthode du développement en série aux chaines de Markov a espace d’états général [39],

puis aux chaines de Markov a espace d’états fini [41], et enfin aux processus de Markov [40].

Le principe de la méthode du développement en série est d’écrire la distribution sta-
tionnaire du systeme perturbé sous forme d’une série qui dépend de la distribution station-
naire du systeme idéal, des matrices de transitions des systemes idéal et perturbé, et de
la matrice de déviation du systeme idéal. Dans ce travail, la chaine de Markov considérée
est une chaine de Markov a espace d’états fini. Le probleme de I'existence de la matrice
de déviation D ne se pose pas, son calcul a fait 'objet du travail de G. Koole [67].

La principale difficultée de la méthode du développement en série est la convergence
de la série de la distribution stationnaire. En se basant sur les résultats de Kartashov [56],
nous avons obtenu une estimation de la norme de la matrice de déviation ||D||,. A partir
de cette estimation, nous avons donné une condition suffisante pour la convergence de la

série de la distribution stationnaire.

En dernier lieu, nous avons illustré I'application des deux méthodes (développement
en série et stabilité forte). Sur un exemple numérique, nous avons déterminé le domaine
de stabilité et calculé la déviation de la distribution stationnaire dans le cadre de I'appli-
cation de la méthode stabilité forte, et nous avons calculé la distribution stationnaire du
systeme perturbé considéré, en appliquant la méthode du développement en série. Nous

avons constaté que l'erreur calculée par la méthode du développement en série et plus
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petite que celle calculée par la méthode de stabilité forte, et qu’elle est négligeable pour

les # appartenant au domaine de stabilité.

La méthode du développement en série est une méthode récente et il serait intéressant
de l'appliquer a d’autre systemes de files d’attente (par exemple, le systeme M/M/1/N
apres une perturbation de la duré de service), ou encore a d’autre domaines (gestion de

stock, modele de risque), en se basant sur I'un des travaux [39, 41, 40].
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Annexe A

A.1. Processus stochastique

Les processus stochastiques décrivent ’évolution d’une grandeur aléatoire en fonction

du temps.

Définition 4.1. On appelle processus stochastique une famille indexée {X;,t € T} de
variables aléatoires définies dans le méme espace de probabilité (2, F, P) et a valeur dans

I'espace mesurable (E, ).

t € T représente une date. Lorsque T' C 7Z on parlera de processus a temps discret
ou de suite stochastique et lorsque T est un intervalle I € R, on parlera de processus a
temps continu.

On appelle espace des états 'ensemble S ot les variables { X, } prennent leurs valeurs.
S peut étre discret ou continu. Par conséquent, on distingue quatre types de processus :

— Suite stochastique a espace d’états discret,

— Suite stochastique a espace d’états continu,

— Processus continu a espace d’états discret,

— Processus continu a espace d’états continu.

A.2. Processus et chaines de Markov

A.2.1 Processus markoviens

Définition 4.2. Un processus stochastique { Xy, ¢ € T'} a valeurs dans 'espace mesurable

(E, ) est markovien si il vérifie la propriété de Markov

P(Xt < A/th = T1y... ,Xt = l’n) = P(Xt < A/th = i[)n)

n

Vi <...<t,<tetVAec&.

La fonction P(s,z;t, A) = P(X; € A/ X, =1x), s <t, A € & est appelée fonction de

transition ou noyau stochastique.
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A.2.2 Chaines de Markov

Les chaines de Markov sont des processus markoviens a temps discret.

Soit {X,,,n € N} une suite de variables aléatoires a valeurs dans I’espace mesurable (E, E).

Définition 4.3. On dit que la suite {X,,,n € N} est une chaine de Markov si et seulement

s
P(Xn+1 € B/Xn = U, Xpn1 = lp-1,...,X0 :Zo) = P<Xn+1 S B/Xn :Zn>
VneN Vig,...,i, e EetV Bef&.

Une chaine de Markov est completement définie par ses probabilités de transition en

une étape, notées
P.(z,B)=P(X,11 € B/X,=z), B €& x €FE
et par sa distribution initiale py définie par
wo(B) =P(Xy € B), B €€.

Lorsque I'espace des états E dans lequel les variables X, prennent leurs valeurs est fini

ou dénombrable, on parlera alors de chaine de Markov discrete (finie ou dénombrable).

A.2.3 Chaines de Markov discretes

Chaines irréductibles

Définition 4.4. Un état j est accessible a partir d’un état i si la probabilité de transition

de 7 en j en un certain nombre d’épreuves est positive
In>0, P >0

Si j est accessible a partir de ¢ et ¢ a partir de j, les états ¢ et j sont dits communicants.

Par définition, un état est toujours communicant avec lui-méme.

La communication de 7 et j seranoté ¢ < j. La relation <> est une relation d’équivalence
et les classes d’équivalences forment une partition de E. Chaque classe est composée

d’états communicants.
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Définition 4.5. Une chaine de Markov est irréductible si elle n’est constituée que d’une

seule classe d’états communicants.

Classification probabiliste des états

Définissons la probabilité de premier passage
fij(n) =P(X, =4, Xe #75, VE=1,2,...,n—-1/Xy, =1)
et le temps de premier passage
Ti; = min{k > 0: X}, = j, Xy = i}.
Nous avons alors

fij(n) = P(Ti; = n).

Posons
Fij(n) =Y _ fi(k).
k=1

F;j(n) représente la probabilité pour que la chaine passant en ¢ atteigne j en moins de
n + 1 transitions.

Nous avons alors les catégories d’états suivants :

Etat transitoire : la chaine partant de ¢ peut ne pas repasser par i
Fii(+00) < 1.

Etat récurrent : la chaine partant de i repassera a coup Sur par ¢
Fii(+00) = 1.

Les états récurrents se divisent a leur tour en deux sous-catégories

Etat récurrent non nul : la chaine partant de ¢ repassera par ¢ au bout d’un temps

fini

o0

pi =Y nfij(k) < oc.

n=1

Etat récurrent nul : la chaine partant de i repassera par ¢ au bout d’un temps infini

i = Q.
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Périodicité d’un état
On peut distinguer les états d'une chaine de Markov par une propriété concernant le
renouvellement des états.

Un état i est périodique de période d(i) si
d(i) = PGCD{n, P; > 0}

Sid(i) =1, 1 est dit apériodique.

Ergodicité d’un état

Un état est dit ergodique s’il est récurrent non nul et apériodique
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Annexe B
Algorithmes

B.1. Algorithme de la méthode de stabilité forte

Etant donné un systeme G/M/1/N; de densité g(x), l'algorithme suivant permet de

calculer le domaine d’approximation par un systeme M/M/1/N.

B.1.1. Algorithme principal

On définit :
landa : taux des arrivées des clients
mu : taux de service

N : capacité du systeme

Etape 1. Détermination de W
W « doublev(landa)
Etape 2. Détermination du domaine de validité de Papproximation [bmin, bmax]
bmin < betamin(landa,mu, W N)
if bmin = "Faux’
disp(’Le systéme n’est pas suffissamment proche de M/M/1/N’);
else
bmax « betamax(landa,mu,bmin, W N)
Etape 3. Détermination de l'erreur sur la distribution stationnaire
deviation « erreurn(landa,mu, W ,N)

end

B.1.2. Les fonctions appelées par I’algorithme principal

doublev(landa) : détermine la variation des distributions G et E) (W = / ld(G —
0
EN)(@)])

function y = doublev(landa)

expo «— 0.00001 ;
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w <« 0;
h — 0.00001 ;
x <« h;
while expo > 0.00001
expo «— (landa)* exp((- landa) *z);
g = (1/4) x exp(—x) + (3/2) * exp(—=2*x);
w «— w + abs(g—expo)*h ;
xr<—x+h;
end

y=uw;

fn(z,landa,mu,N)

function y = fn(x,Janda,mu,NV)

ro < landa / mu;

pi « ((1- 10 )*(1 - (ro *z)M*1))/((1- ro xx )*(1 - ro™V 1)) ;

c+— 1+ pi;

psi «— ((landa *z)/(landa + mu - (mu / z)))*(1-(mu/(x* (landa + mu)))¥);
y —(1-psi)/(cx(1+w));

betamin(landa,mu,W,N) : détermine la borne inférieure du domaine de validité de
I'approximation (bmin)
function y = betamin(landa,mu,IW V)
pas «—((mu / landa) -1)/10;
beta « 1;
L < "Vrai’;
while (W > fn(beta,landa,mu,N)) and (beta < (mu/landa))
beta <« beta + pas;
end

if beta > (mu / landa)

L « 'Faux’;
y — L;

else
if beta =1
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y «— 1.01;
else

betam « (2xbeta - pas)/2

while abs(beta - betam) > 0.001

pas < pas/2;

if (w < fn(betam,landa,mu,N))

beta <« betam;
end
betam « (2xbeta - pas)/2;
end
y < betam;
end

end

betamax(landa,mu,betam,W,N) : détermine la borne supérieure du domaine de va-

lidité de I'approximation (bmax)

function y = betamax(landa,mu,betam,W ,N)

beta < mu/landa;
betamax «— (betam + beta)/2;
while abs(beta - betamax) > 0.001

if (W <fn(betamax,landa,mu,N))

betam « betamax ;
else
beta «+ betamax;
end
betamax = (betam + beta)/2;
end

y < betamax

erreurn(landa,mu,W,N) : détermine l'erreur sur la distribution stationnaire (||7p —

Q)

function y = erreurn(landa,mu,IW,N)

betami < betamin(landa,mu,W N);




Annexes

betama <« betamax(landa,mu,betami, W N);
if (beta > betami) and (beta < betama)

ro < landa / mu;

pi < ((1- ro )*(1 - (ro * beta)¥*1))/((1- ro * beta )*(1 - roV 1)) ;

c+— 1+ pi;

psi + ((landa * beta)/(landa 4+ mu - (mu / beta)))*(1-(mu/(beta * (landa + mu)))");
end

y < (pi * (1 + beta)xc* W) /(1 - psi - cx(1+ beta)*xW);

B.2. Algorithme de la méthode du développement en
série

On considere toujours le systeme G/M/1/N, de densité g(x), l'algorithme suivant

permet de calculer la distribution stationnaire de ce systeme.

B.2.1. Algorithme principal

On définit :
landa : taux des arrivées des clients
mu : taux de service

N : capacité du systeme

Etape 1. Détermination des matrices P, Q, Pi(Ilp) et D
ro < landa/mu;
() < matexe2(mu,landa,N);
P «— matransi(mu,landa,N);
Pi « dista(mu,landa,N);
D — inv(eye(N + 1)-P+Pi)-Pi;
Etape 2. Détermination de k tel que ||((Q — P)D)*||; < 1
[ —1;
S (Q—P)xD;
while norme(S,beta,N) > 1 and [ < nbmax
S S8x(Q—P)#D);
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l—1+1;
end
if [ > nbmax
disp ('il existe pas k tel que [|((Q — P)D)*||; < 1)
else (norme(S,beta,N) < 1)
k—1
Etape 3. Détermination de delta(d) et cdelta(cs, )
delta < norme(S,beta,N)
pro < ((Q — P)x D)°;
somme «— pro;
m<«— 1;
while m <k -1
pro «— prox((Q — P) * D);
somme «— somme + pro;
m—m-+1;
end

cdelta = 1/(1-delta) * norme(somme,beta,N)

Etape 4. Détermination de la distribution stationnaire Piprim (m)

T « Pix((Q — P)* D);
H «— Pi;
[—1;
while cdelta * norme (7" beta,N) > eps
T=Tx((Q—P)+D):
H=H+T;
l=101+1,;
end
project «— H ;
Piprim « project(1, :)
Etape 5. Détermination de deviation (||7p — 7o)
deviation < normevec(Pivec-Piprim,beta,N)

end
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B.2.2. Les fonctions appelées par ’algorithme principal
matexe2(mu,landa,N) : détermine la matrice de transition du systeme G/M/1/N

function z = matexe2(mu,landa,N)
fori=1:N
Q(i, 1) « ((1/4)  (mu/(1 4+ mu))’) + ((3/4) * (mu/(2 + mu))") ;
for j=2:1+1
Q(i, j) « ((mu' ™) /(4 (mu + 1)77*2)) + ((3 5 mu' 1) /(2% (mu + 2)'77F2)) ;
end
forj=i+2: N+1
Q(i,j) < 0;
end
end
QN +1,1) « ((1/4) * (mu/(1 4+ mu))™) + ((3/4) * (mu/(2 + mu))");
for j=2: N+1
QIN+1,) = (¥ =+1)/(n (it 1)V 72)) 4 (Bemmn¥ 41 /(2 (mu2)V7+2))
end

T Q;

matransi(mu,landa,N) : détermine la matrice de transition du systeme M/M/1/N

function x = matransi(mu,landa, N)
fori=1: N
P(i,1) « (mu/(landa + mu))?;
for j=2:1+1
P(i,j) < (landa s =) /((mu + landa)'~*2)
end
forj=i+2: N+1
P(i,j) < 0;
end
end
P(N +1,1) «+ (mu/(landa + mu))? ;
for j=2: N+1
P(N +1,7) « (landa * mu¥=7+1) /((mu + landa)N=7+2) ;
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end

x — P

dista(mu,landa,N) : détermine le projecteur stationnaire du systeme M/M/1/N

function = = matdevia(mu,landa, V)
fori=1:N+1
for j=1:N+1
Pi(i,j) « ((1 —r0)/(1 —ro™N*1)) x 1o/ 1 ;
end
end

x «— Pi;

norme(A,beta,N) : détermine la norme d’une matrice A

function x = norme(A,beta,N)
sup = 0;
fori=1: N+1
somme <« 0;
for j=1:N+1
somme <« somme + abs(A(i, 7)) * (beta)’ ™ ;
end
somme « (somme)/((beta)"~1);
if somme > sup
sup <« somme;
end
end

X «— sup;

normevec(b,beta,N) : détermine la norme d’un vecteur b

function x = normevec(b,beta,N)
somme = (;

fork=1:N+1
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somme = somme + abs(b(k)) * (beta)*~!;

end

T < somme;
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Résumé

Dans ce mémoire, nous avons effectué une synthese sur ’application de la méthode du
développement en série. Nous avons appliqué cette méthode au systeme M/M/1/N, apres
une perturbation du flot des arrivées. Nous avons obtenu une estimation de la norme de
la matrice de déviation ||D||,, ceci nous a permis de donner une condition suffisante pour
la convergence de la série de la distribution stationnaire.

Nous avons également appliqué la méthode de stabilité forte au méme systeme.
En dernier lieu nous avons illustré 'application des deux méthodes (développement en
série et stabilité forte) sur un exemple numérique. Une comparaison des résultats obtenus
avec ceux de la simulation a été réalisée.

Mots cles : Développement en séries, Distribution stationnaire, Matrice de déviation,

Stabilité forte, Systeme de files d’attente.

Abstract

In this memory, we present a review about the application of the series expansion method.
We have applied this method for the M/M/1/N queue, which is perturbed on G/M/1/N
queue. We have obtained an estimation of the norme of the deviation matrix ||D||,, this
allowed us to give a sufficient condition for the convergence of the serie expansion of
stationary distribution.

We have also applied the strong stability method to the same system.
We have constructed a computer program to test numericaly the performance of the
résults and to compare them.

Keywords : Series expansion, Stationary distribution, Deviation matrix, strong sta-

bility, Queueing Systems.



